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КРАТКИЙ ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 
ВОЗНИКНОВЕНИЯ 
ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 


Первая из задач, относящихся к обласги вариацион- 
ного исчисления, была поставлена Ньютоном в его 
клас`ическом тгорении „РЫ|озорШае пафитаЙ!$ рипс1р1а 
шаетайса“ 1. Эта задача состояла в нахождении 
такой кривой линии, которая при вращении около 
заданной оси образовывала бы тело, испытывающее при 
движении в жидкости по направлению оси наимень- 
шее сопротивление; при этом предполагалось, что 
сопротивление жидкости возрастает пропорционально 
квадрату скорости. Ньютон ограничился лишь указа- 
нием диференциального уравнения, которому удов- 
летворяет искомая кривая; это уравнение было впо- 
следствии проинтегрировано Лопиталем и Иваном 
Бернулли ?. 

В 1696 г. в июньском выпуске „Аса Ега4Цотиш“ 
Иван Бернулли опубликовал свою знаменитую задачу 


1 „РИосра“, Гопдоп 1686, 1. П, зес+. УП, ргор. 34, зсВо]. 
2? „Аса Ега9Цогат“, Аир., №у. 1699. 
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о брахистохроне или о кривой наискорейщего ската. 
Задача состояла в следующем: в вертикальной пло- 
скости даны две точки Аи В; требуется определить 
вид кривой линии, спускаясь по которой тяжелое 
тело прошло бы путь от Ак В в наименьшее время. 
Еще до опубликования своей задачи Иван Бернулли 
сообщил ее письменно Лейбницу 1. Последний решил 
ее тотчас по получении письма и в ответном сообще- 
нии предложил Бернулли обнародовать эту „столь 
прекрасную и до сих пор неслыханную задачу“ 2 для 
состязания между геометрами, предоставив годичный 
срок для решения. Несколько позже в заметке, на- 
печатанной в „Аа ЕгадИЙогит“, он выразил уверен- 
ность, что существует не более трех математиков 
(Лопиталь, Гедде, Ньютон), которым эта задача ока- 
жется по силе 3. 

Предположение Лейбница о немногочисленности 
лиц, способных, по его мнению, решить задачу 
о брахистохроне, подтвердилось полностью: до исте- 
чения срока конкурса было представлено всего три 


1 „[.ефп12’$ шаетайзспе ЗоНиЩеп, ВЯ. Ш, НаЦе 1856, 
5. 283. - 

з РгоЫета ез{ ргоесфо риспегитит, её теауйит ас 
зеисатет, рисгадте 5иа, и ротшат Еуаш а4 зе 
{гах! 5. 288. | 

3 Интересно отметить, что эта фраза Лейбница сыграла 
немаловажную роль в разгоревшемся впоследствии споре 
между Ньютоном и Лейбницем о приоритете в откры- 
тии анализа бесконечно малых. В этом споре живейшее 
участие принимал геометр Николай Фацио де-Дуилье 
(1664—1753), горячо обидевшийся на Лейбница за то, 
что тот не упомянул его в числе математиков, могуцих 
решить задачу о брахистохроне. В небольшом сочине- 
нии, выпущенном им в 1699 г. под заглавием „!лпеае 
Ьгеу15 $1 4езсепзиз 1пуезИоаНо реотей1са 4ирех“, он 
горько жалуется по этому поводу, обвиняя при этом 
Лейбница в плагиате идей Ньютона в деле открытия 
диференциального исчисления. 
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решения. Одно из них принадлежало Лопиталю 
другое — Якову Бернулли 1, брату Ивана, третье было 
опубликовано в январском выпуске „РЫЙозорШеса! 
ТтапзасНопз“ без подписи автора ?. Но Иван Бер- 
нулли тотчас угадал в безыменном авторе Ньютона, 
„как льва узнают по’его когтям“ („{ападиаш ех иприе 
]еопет“), по его собственному выражению. 

Из предложенных решений, показавших, что иско- 
мая кривая есть циклоида, наиболее замечательным 
по своему методу оказалось решение, данное Яковом 
Бернулли. В нем впервые был высказан принцип 
хотя и не обладающий надлежащей общностью, но 
приложимый к обширному классу задач. Этот прин- 
цип, сыгравший значительную роль в первоначальной 
фазе развития вариационного исчисления, утверждал, 
что если какая-нибудь кривая обладает свойством 
максимума или минимума, то каждая ее беско- 
нечно малая часть обладает тем же свойством. 

В своем сочинении Яков Бернулли решил не только 
задачу о брахистохроне, но и показал, каким обра- 
зом могут быть решены и другие более трудные зз- 
дачи, в которых кривая, подлежащая разысканию, 
должна еще удовлетворять одному или нескольким 
наперед заданным условиям. Из задач последнего рода 
наибольшую известность получила задача об изо- 
периметрах, в которой требовалось определить вид 
кривой линии, обладающей свойством максимума или 
минимума при условии, что длина этой линии остается 
неизменной. Одна из первых задач об изопери- 
метрических кривых была формулирована Яковом 
Бернулли следующим образом: на прямолинейном 


+ „Аа ЕтадИогат“, Ма! 1697, р. 211. См. также Лас. 
Вегпои!, Орега, П, рр. 768—775. | 

3? „РЬ!озорШса| ТгзпзасНоп$“ (1697, Мг. 224). М№емюм 
Оризсша, 1, р. 289. ` 
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базисе ВМ№ построены две кривые ВМ и ВЕМ; 
ордината РУ одной кривой представляет степенную 
функцию от ординаты РЁ другой кривой; требуется 
определить вид кривой ВЁЕМ при условии, что ее 
длина остается постоянной, а площадь ВИМ дости- 
гает максимума 1. 

В 1697 г. Иваном Бернулли была поставлена еще 
одна минимальная задача, повлекшая за собою изучение 
одного важнейшего класса кривых линий. Задача со- 
стояла в проведении кратчайшей линии между двумя 
заданными точками, расположенными на произволь- 
ной поверхности 2. Первые исследования в этом 
вопросе были произведены Лейбницем 3 и Яковом 
Бернулли, причем последним были найдены решения 
для ряда частных случаев *, но наиболее важный 
результат был получен самим Иваном Бернулли, а 
именно: он показал, что в любой точке кратчайшей 
линии соприкасающаяся плоскость перпендикулярна 
к касательной плоскости к поверхности 5. Это, как 
известно, есть основное свойство геодезических линий, 
Хотя сам Иван Бернулли и не опубликовал сразу 
найденного им результата, но задача о геодезических 
линиях продолжала занимать его в течение многих 
лет °. Понимая всю ее важность, он предложил за- 


+ Гас. ВегпошН, Орега, П, р. 775. 

? „)оигпа| 4ез З$сауалз“, 1697. 

3 [е!рп12'з3 ЗсПиНеп, В9. Ш, $. 470, 475, 526, 532. 

4 „Аа Еги4Цогит“, Ма! 1698. 

5 „Оно р1апит {гап1епз рег {Та ацаЙБе рипс{а ргохйпа 
Нпеае дцаез{ае Чефеа{ еззе гефит а@ р1апит {апеел$ 
„зирегИчет сигуат 1и аЙдио 1${югат рипсфогит“ (в пись- 
ме к Лейбницу, Лон. ВегпонШ, Оретга, ПУ, рр. 108—128). 

6 В конце 1728 г. он сообщал найденную им теорему 
Упсальскому профессору Клингенштерна (К!пеепзНег- 
па). Исследования И. Бернулли о геодезических линиях 
были впервые опубликованы лишь в 1742 г. в полном 
собрании его сочинений. 
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няться ею своему знаменитому ученику Леонарду 
Эйлеру, тогда еще совсем молодому математику. 
Последний уже успел проявить себя в области мини- 
мальных вопросов; так, в 1726 г. в заметке об 
изохронной кривой он поставил задачу о брахисто- 
хроне в сопротивляющейся среде 1. 

Эйлер принял предложение Бернулли и в 1728 г. 
(21 г. от роду!) напечатал в „Сошш. Аса@. Ре#нор.“ 
+. Ш, рр. 110—124 статыо „Ое Цпеа Бтеу1$$ипа т 
зире!Нсе аиае!оеё рипа шпоеща“, в которой он 
дал общее решение поставленной задачи. Четыре 
года спустя в УП т. „Сошш. Асад. Ренор.“ Эйлер 
поместил мемуар „РгоетаН$ 15орегитеН1с1 ш 1аНззипо 
зепзи ассерИ зоиНо оепега!$“, в котором изопери- 
метрическая задача была формулирована во всей 
ее общности. Здесь Эйлером был впервые дан 
тот метод решения задач на относительные ех\чета, 
который носит в варнационном исчислении название 
„правила Эйлера“. Затем во Пт. вышедшего в 1736 г. 
сочинения „Меспашса $уе . по{+из з4епйа апа!уйсе 
ехроз{а“ Эйлер снова занялся исследованием геоде- 
зических линий и решил изопериметрическую задачу 
о брахистохроне заданной длины. | 

В том же 1736 г. Эйлер представил для напечата- 
ния ь УШ т. „Сошм. Аса@. Рейор.“ мемуар под загла- 
вием „Сишгуатгит шахш! шийиуе ргори4ае хаи4еп- 
Нит шуепНо поуа её 1асШ5“. 

Наконец, в 1744 г. отдельным изданием вышел 
его знаменитый трактат „Мео4ди$ шуешепа1 Ипеа$ 
сигуа5 шахи шшшиУе ргорпеаже раи4ещез зе 
зо]иНЧо ргоетай$ 1зоретейс! 1а#5$ип0 зепзи ассерй“ 
(Гаизаппае её Сепеуае, 1744), в котором Эйлер собрал 


1 „Аба ЕгадаНогит"“, 1726, р. 363. Предложенная Эйле- 
ром задача была решена Германом (Негталп) в 1727 г. 
(„Сотт. Аса4. Рейор.*, 1727, +. П, р. 434). 
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вместе почти все свои исследования предыдущих лет. 


Полный перевод его мы и предлагаем вниманию 
читателя 1. 


Содержание „Ме{о4и$ туещшеп@!“ разделяется на 
шесть глав и два приложения. 


В первой главе Эйлер подробно останавливается 
на постановке задачи о нахождении таких линий, 
которые сообщают какому-нибудь выражению экс- 
тремальные значения. На примере брахистохроны он 
указывает, что для того, чтобы задача о нахождении 
экстремальной линии оказалась определенной, необ- 
ходимо внести ряд условий, например прохождение 
кривой через данные точки и т. п. Затем Эйлер 
формулирует задачи о нахождении как абсолютных, 
так и относительных максимумов и минимумов. 
В определении ГУ Эйлер дает определение формулы 
максимума или минимума как величины И, кото- 
рая для разыскиваемой кривой должна получить 


1 Здесь следует отметить, что при изложении основ 
диференциального исчисления (см, [0${{. са1си | @Шег.) 
Эйлер соверщенно не пользовался понятием о пределе 
переменной величины. Таким образом эйлеровская 
трактовка бесконечно малых величин существенно от- 
личается от современной, и это обстоятельство сказа- 
лось на гсем изложении „Ме#о@и$ шуешепа!“. Там, 
где мы сказали бы, что некоторая величина является 
Сесконечно малой порядка выше первого, Эйлер гово- 
рит просто, что эта величина равна нулю (см., например, 
формулировку теоремы ТУ, глава 1). Однако мы не счи- 
тали возможным вносить при переводе соответствую- 
щие изменения текста, так как тогда совершенно утра- 
тился бы стиль изложения, свойственный эпохе Эйле- 
ра. Равным образом мы не считали необходимым всякий 
раз указывать в примечаниях на аналогичные обсто- 
ятельства, за исключением лишь тех случаев, когда 
рассуждения Эйлера становятся не строгими даже и 
при его трактовке бесконечно малых величин. 
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наибольшее или наименьшее значение. Далее в пред- 
ложении [ Эйлер показывает, что для постановки 
вариационной задачи необходимо, чтобы выражение 
\ было неопределенной интегральной величиной 
(Чиап аз И\еога!$ `таеНпИа), т. е. чтобы оно имело 
форму определенного интеграла: 
3 
и=\ рах, | (1) 


1 


> 


в котором 2 4х может быть проинтегрировано только 
в том случае, когда существует вполне определенное 
соотношение между переменными хи у. Затем Эйлер 
указывает на три различных рода формул И: первый 
род — это те формулы, в которых 2 есть функция 
от геременных х, у, у’,У”’,...; ко второму роду от- 
носятся те формулы, в которых выражение @ содер- 
жит интегральные соотношения, и наконец, третий: 
род составляют формулы, в которых значение 7 
определяется диференциальным уравнением. 

Первый род характерен тем, что если формула И 
достигает экстремального значения на какой-нибудь 
кривой, то любая часть этой кривой будет обладать 
тем же свойством (предложение П/). Напротив, если 
относится ко второму или к третьему роду, то свой- 
ство максимума или минимума не принадлежит любой 
части кривой, а будет присуще только всему отрезку 
кривой, соответствующему абсциссам х, их, (пред- 
ложение Ш. 

Далее Эйлер вводит понятие о вариировании 
кривых, рассматривая вместе с кривой атпог (черт. 3) 
другую кривую @ту02, бесконечно мало отличаю- 
щуюся от первой. В предложении 1" Эйлер дока- 
зывает, что в том случае, когда кривая атпог есть 
экстремаль, значение формулы Я для обеих кривых 
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атпог и атуог будет одно и то же. В опреде- 
ленции У Эйлер дает определение диференциаль- 
ного значения формулы И (уа1ог аШетепЧаИ$), назы- 
вая так разность значений, принимаемых этой фор- 
мулой для разыскиваемой экстремальной кривой 
и для той же кривой, испытавшей бесконечно 
малое изменение. Таким образом, согласно излагае- 
мому методу, вся трудность при нахождении кривых, 
обладающих экстремальными свойствами, сводится 
к нахождению соответствующих диференциальных 
значений и затем к решению тех уравнений, которые 
получаются в результате приравнивания нулю этих 
диференциальных значений. 

Во второй главе Эйлер излагает метод нахожде- 
ния абсолютных максимумов и минимумов. Вна- 
чале выводятся для различных выражений те при- 
ращения, которые они получают, когда у произволь- 
‘ной кривой атг какая-нибудь из ординат М№п (черт. 4) 
увеличится на бесконечно малое приращение пм». 
Затем в предложениях Г, ПТ, ГУ и ИУ Эйлер ищет 
условие, при котором интеграл (1) достигает экстре- 
мального значения. Основная идея его способа за- 
ключается в следующем: интеграл (1)заменяется сум- 
мой площадей прямоугольников: 


(2, ах 2 ах ах Пах- 2"ах-Е... 


и разыскивается по вышеуказанным правилам диферен- 
циальное значение этой суммы; приравняв затем ну- 
лю это диференциальное значение, получают уравне- 
ние искомой кривой. Это правило, примененное к 
тому случаю, когда Г зависит от х, у, р=У и 
когда, следовательно, 


47 — Мах-Р Мау Рар, 
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приводит к классическому уравнению Эйлера 


№— — —=0. 
ах 0 


В дальнейшем рассматриваются более общие слу- 
чаи, когда Й зависит от х, у и производных у’, у”, 
У’ ит. д. Все свои рассуждения Эйлер иллюстри- 
рует большим количеством примеров как геометри- 
ческого, так и механического характера. 

В третьей главе своего трактата Эйлер излагает 
метод нахождения экстремальных кривых в тех слу- 
чаях, когда функция 7, входящая в неопределенную 
интегральную величину №, зависит от неопределен- 
ной величины (диаМа$ шавегтипай) 


П = \ [21 ах. (2) 


Вначале (предложение 1!) им рассматривается срав- 
нительно простой случай, когда величина [7] зави- 
сит только от переменных х, у, р, 4, г,... Затем 
в предложениях Ш и ГУ исследуется более сложная 
зависимость, когда 2 является функцией х, у, р,... 
и неопределенных величин вида (2). Наконец, в пред- 
ложении [У Эйлер рассматривает случай, когда функ- 
ция Д зависит от величины П, заданной посред- 
ством диференциального уравнения. 

Согласно излагаемому методу, во всех рассматри- 
ваемых случаях сначала находятся диференциальные 


значения формулы 
3 


й —= \ Сах 
# 
и затем составляются уравнения, определяющие ис- 
комую экстремальную кривую. 
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Четвертая глаза трактата посвящена приложе- 
ниям изложенной теории к решению различного 
рода экстремальных задач. В первых пяти примерах 
(55 8—12), носящих геометрический характер, Эй- 
лер рассматривает только такой случай, когда фор- 
мула №, для которой разыскивается экстремальное 
значение, имеет вид простого определенного интеграла: 


Затем в предложении ПШ исследуется более сложный 
случай, когда формула Ш представляет собою. про- 
изведение двух определенных интегралов: 


\2ах | Уах, 
о Г 


другими словами, на данном отрезке х=а ищется 
такое соотношение между у и х, при котором про- 
изведение 


+ 


а а 
2ах \ Уах 
0 


достигало бы экстремума. 

Эйлер показывает следующий способ нахождения 
экстремали: пусть АА и АВ обозначают диферен- 
циальные значения формул: 


> 


29 


а 
А=\24ах, В=\ Уах; 


тогда уравнение для определения экстремальной ли- 
нии будет иметь следующий вид: 


АЯаВ-+-ВАА=0. 


// 8424, 
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В предложении 1 рассматривается аналогичная за- 
дача д"я функции №, имеющей форму: 


& 
[2 ах 
о 


х 
Г тах 
0 


и здесь получается для определения экстремалей урав- 
нение: 


ВаАА— АаВ=0. 


Рассмотрев ряд примеров, относящихся к этим слу- 
чаям, Эйлер исследует вариационную задачу в том 
случае, когда формула зависит произвольным об- 
разом от интегральных формул: 


х 


Хх 
\ 2 ах, | 4х, \ хах ит. д. 


о 


Пятая глава, самая обширная в трактате, по- 
священа изучению вопросов, связанных с относи- 
тельными максимумами и минимумами. Основная 
идея метода Эйлера состоит в том, чтобы свести ре- 
шение вопросов об относительных экстремумах к 
применению правил, относящихся к разысканию абсо- 
лютных максимумов и минимумов. 

В начале главы Эйлер формулирует обобщенную 
изопериметрическую задачу: среди всех кривых, 
обладающих на данном отрезке оси одним и тем же 
общим свойством (ргорне$ соттии1$) 


2 
В = У ах, 
х ^^. 
2 Эйлер. /” БИБЛИОТЕКА 
Зосьовского Увмверев ге" 


18 н. С. КОШЛЯКОВ 


определить ту, которая сообщала бы наибольшее или 
наименьшее значение формуле ‘ 


В предложении П Эйлер указывает на следую- 
щий путь решения изопериметрической задачи. Пусть 
а2 (черт. 15) есть та кривая, которая среди всех 
кривых, обладающих одним и тем же общим свой- 
ством В, сообщает максимум или минимум выраже- 
нию А. Увеличив две ординаты Ли и Оо на бес- 
конечно малые частицы 7у и о®, найдем диференциаль- 
ные значения обоих выражений АД и В, возникающие 
от этих частиц, и приравняем их нулю. Тогда, ис- 
ключая из этих двух уравнений частицы лу и о®, по- 
лучим уравнение искомой экстремальной кривой. 

Далее в предложении ПТ Эйлер исследует‘ вопрос 
о нахождении диференциального значения неопре- 
деленной формулы И, возникающего от перене- 
сения двух точек кривой п и о в у ио. Именно, 
он показывает, что если диференциальное значение 
выражения У, возникающее от данной частицы му, 
равно: пу. 
то диференциальное значение того же выражения, 
возникающее от обеих частиц му и о®, будет равно: 


пу. 1 ою. 1, 


где через Г обозначено выражение бесконечно мало 
отличающееся ог /. 

Таким образом задача о нахождении диференциаль- 
ного значения, возникшего от двух частиц, сводится 
к нахождению диференциального значения, получаю- 
щегося от одной частицы. 
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Основываясь на этом Положении, Эйлер дает в 
предложении ГУ свое классическое правило нахожде- 
ния относительных максимумов и минимумов: 

Пусть А и В обозначают те значения неопреде- 
ленных выражений и У, которые отвечают кривой, 
доставляющей решение. Пусть далее 4А и аВ обо- 
значают соответственно диференциальные значения 
величин А и РБ, возникающие от частицы пу; тогда 
уравнение 


ааА-- ВавВ =0, 


где д и В обозначают произвольные постоянные, бу- 
дет определять искомую экстремальную кривую. 

Свои исследования по относительным экстремумам 
Эйлер иллюстрирует большим количеством превос- 
ходно подобранных примеров, относящихся к обла- 
сти анализа и механики. 

В шестой главе своего сочинения Эйлер дает еще 
одно доказательство своего правила 1. Оно осно- 
вано на том положении, что кривая, которая между 
всеми возможными кривыми сообщает выражению 
аА -- ВВ максимум или минимум, есть в то же время 
такая кривая, которая среди всех кривых, обладаю- 
щих одним и тем же свойством А, сообщает наиболь- 
шее или наименышее значение выражению В (пред- 
ложение 1. 


1 В середине ХХ столетия, когда строгость дока- 
зательства стала считаться неотъемлемым требованием, 
было обращено внимание на несостоятельность обоих 
выводов Эйлера, основанных, как было указано выше, 
на нестрогих способах обращения с бесконечно малыми 
величинами. Первые из относящихся сюда критиче- 
ских работ принадлежат Ве{гапа’у (1842 г.), Уаегз Е 
газ$’у (1877 г.) и ОПи-Во15-Кеутопа?у (1870 г.). 


ОЖ 
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В предложении П Эйлер распространяет свое пра- 
вило и на тот случай, когда имеет место несколько 
свойств, общих всем кривым. Наконец, в предло- 
жении Ш Эйлер показывает, как по обоим изложен- 
ным методам получается уравнение разыскиваемой кри- 
вой в том случае, когда имеются два общих всем 
кривым свойства. 

Последняя часть трактата Эйлера содержит прило- 
жения вариационного метода к изучению упругих ли- 
ний и к исследованию движения тел в несопротив- 
ляющейся среде. 

В первом приложении Эйлер сначала показывает, 
каким образом задача об изгибе однородной упру- 
гой пластинки может быть сведена к разысканию 


минимума интеграла: 
15 
РБ? э 


где через А обозначен радиус кривизны кривой из- 
гиба пластинки. 

Затем, применяя свой метод разыскания максимумов 
и минимумов, он находит уравнение упругой линии 
в параметрической форме. Далее Эйлер устанавливает 
классификацию упругих кривых, указывая на девять 
различных видов, которые может принять изогнутая 
пластинка. | 

В $ 37, трактующем о силе колонн, Эйлер при- 
водит свою знаменитую формулу 


па 
Рурит == 22 ЕЕ?, 


выражающую величину критической нагрузки Р, 
которую может выдержать без изгиба колонна дли- 
ной а, где через Е обозначен коэфициент упругости, 
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а через А? — момент инерции поперечного сечения 
колонны. 

В $ 41 и следующих Эйлер исследует с помощью 
метода максимумов и минимумов задачу об изгибе 
неоднородной пластинки. 

Последующие главы трактата „Об изгибе упругих 
пластинок, в естественном состоянии не прямых“, 
`„Об изгибе упругой пластинки под действием сил, 
приложенных в различных точках“ и „О колеба- 
тельном движении упругих пластинок“ не имеют 
прямого отношения к вариационному исчислению. 
В последней из относящихся сюда глав Эйлер вы- 
водит диференциальное уравнение колеблющейся пла- 
стинки и затем интегрирует это уравнение при раз-. 
личного рода пограничных условиях. 

Во втором приложении, трактующем о движении 
брошенных тел в несопротивляющейся среде, Эйлер 
показывает, что задача приводится к разысканию 
минимума интеграла: 


\ Мо 45, 


где через /М обозначена масса тела, а через о — его 
скорость. 

Но это есть не что иное, как точная формули- 
ровка того принципа наименьшего действия, который 
незадолго до Эйлера был высказан Мопертюи в не- 
ясной и отчасти теологической форме. 

Эйлер применил этот принцип к ряду механических 
задач, которые все разрешены им в простой и изящ- 
ной форме согласно способам, изложенным в „Меводиз 
шуешепа 1“. 

В текущем году исполнилось 150 лет со дня смерти 
Эйлера — одного из величайших математиков всех 
времен и народов. Лучшим памятником деятельности 
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гениального ученого является издание его сочинений 
для возможно большего круга читателей. Вот почему 
особенно следует приветствовать почин Государствен- 
ного технико-теоретического издательства в деле из- 
дания на русском языке замечательнейшего сочине- 
ния, легшего в основу одной из самых крупных вет- 
вей современного математического анализа. 


Н. Кошляков. 


2[Х 1933 г. 


Метол 


НАХОЖЛЕНИЯ 


КРИВЫХ ЛИНИЙ. 


ОБЛАЛАЮЩИХ СВОЙСТВАМИ 
МАКСИМУМА , АИБО МИНИМУМА 
ИЛИ 


РЕШЕНИЕ 
ИЗОПЕРИМЕТРИЧЕСКОЙ 
ЗАДАЧИ, 
взятой 
В САМОМ ШИРОКОМ СМЫСЛЕ 


ЛЕОНАРАА ЭЙЛЕРА 


КОРОЛЕВСКОГО ПРОФЕССОРА 
И ЧАЕНА ИМПЕРАТОРСКОЙ 
ПЕТЕРБУРГСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК 


) При ИОдаро 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 


ОБЩИЕ СООБРАЖЕНИЯ О ПРИМЕНЕНИИ 
МЕТОДА МАКСИМУМОВ И МИНИМУМОВ 
К НАХОЖДЕНИЮ КРИВЫХ ЛИНИЙ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРВОЕ 


ЕТОД максимумов и миниму- 

мов в применении к кривым 
линиям есть метод нахождения 
таких кривых, которые обла- 
дали бы каким-либо наперед 
заданным свойством макси- 
мума или минимума. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


2. Итак, этим методом отыскиваются кривые линии, 
для которых какая-либо наперед заданная величина 
достигает своего наиболышего или наименьшего 
значения. 
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ДОПОЛНЕНИЕ П 

9. Но так как одна и та же кривая может делаться 
себе подобной бесчисленными способами, то задача, 
если ей не придать некоторого ограничения, будет 
в высшей степени неопределенной и даже лишенной 
смысла. 

Действительно, какую бы ни взять кривую, обла- 
дающую свойством максимума или минимума, всегда 
можно будет указать другую, либо подобную ей, 
либо от нее отличную, которая обладала бы тем же 
свойством в большей или меньшей степени. | 

ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

4. И так как точное изучение кривых требует, что- 
бы они были отнесены к какой-либо оси, заданной 
по положению, и к тем ее отрезкам, которые назы- 
ваются абсциссами, то первое и важнейшее ограни- 
чение должно касаться величин этих абсцисс. 

ДОПОЛНЕНИЕ [У 

5. Следовательно, задачи, относящиеся к этому ме- 
тоду, должны ставиться так, чтобы отысканию под- 
лежали кривые, отнесенные к заданной по положе- 
нию оси и обладающие свойством максимума или 
минимума среди всех тех кривых, которые соответ- 
ствуют одной и той же абсциссе 11. 

ПРИМЕЧАНИЕ 


\ 


6. Таким образом этот метод максимумов и мини- 
мумов весьма отличается от того, который мы изло- 
жили в другом месте (1. Действительно, там мы 
определяли для данной и определенной кривой ли- 
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нии то место, где какая-либо заданная переменная 
величина, относящаяся к кривой, была бы наиболь- 
шей или наименьшей. Здесь же отыскивается сама 
кривая линия, для которой какая-либо заданная вели- 
чина была бы наибольшей или наименьшей. 

Этот метод начал разрабатываться знаменитыми 
братьями Бернулли уже в прошлом столетии, вскоре 
после открытия анализа бесконечно малых, и с того 
времени получил значительное развитие. Первая за- 
дача этого рода относилась к механике и заключа- 
лась в отыскании такой кривой, опускаясь по которой 
тяжелое тело соскользнуло бы возможно скорее; этой 
кривой было дано название брахистохроны, или ли- 
ний скорейшего ската. Из этой задачи уже стано- 
вится ясным, что без присоединения дополнительного 
условия она не может даже сохранить название за- 
дачи: ведь очевидно, что чем короче будет взятая 
линия и чем больше она будет приближаться к вер- 
тикальному положению, тем короче будет время ска- 
та по ней. Поэтому нельзя отыскивать вообще линию, 
скатываясь по которой тяжелое тело соскальзывало 
бы скорее всего, или в кратчайшее время: а надо 
вместе с тем задать еще величину абсциссы, которой 
соответствовала бы подлежащая нахождению кривая; 
таким образом среди всех кривых, соответствующих 
одной и той же абсциссе, взятой на заданной по 
положению оси, будет отыскиваться та, по которой 
тяжелое тело соскользнет скорее всего. Но в этой за- 
даче и этого условия еще недостаточно, чтобы сде- 


28 Л. ЭЙЛЕР 


лать ее определенной; необходимо добавить еще 
условие, чтобы отыскиваемая кривая проходила через 
две данные точки. Таким образом для полной опре- 
деленности задача должна быть ограничена такими 
условиями, чтобы ставилось целью среди всех кривых 
линий, проходящих через заданные две точки, опре- 
делить ту, по которой скатывающееся тяжелое тело 
проходило бы в кратчайшее время дугу, соответству- 
ющую данной абсциссе. Впрочем здесь надо отметить, 
что условие прохождения через две точки не является 
абсолютно необходимым, но вносится в эту задачу 
самим решением. Действительно, решение этой задачи 
непосредственно приводит к диференциальному урав- 
нению второго порядка; после двукратного интегри- 
рования этого уравнения появляются две произволь- 
ные постоянные, для определения каковых необходимы 
либо две точки, через которые проходила бы кривая, 
либо какие-нибудь другие подобные свойства. И то 
же самое условие возникает само по себе во всех 
задачах такого рода, решение которых непосредствен- 
но приводит к диференциальному уравнению второго 
порядка. В задачах же, которые решаются диферен- 
циальным уравнением четвертого или высшего порял- 
ка, даже и двух точек недостаточно для определения 
кривой, а необходимо столько точек, сколько степе- 
ней получают диференциалы. Напротив того, если 
бы решение тотчас привело к алгебраическому урав- 


нению, то и без такого рода условия задача будет 
вполне определенной, лишь бы только была опреде- 
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лена длина абсциссы. Но все это станет яснее ниже, 
когда мы перейдем к решению задач; там мы более 
подробно разовьем эти понятия. Здесь вначале мы 
сочли нужным только упомянуть об этом, чтобы 
устранить неправильные представления об условиях 
определенности этого рода задач. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ И 


7. Абсолютный метод максимумов и минимумов 
учит среди всех вообще кривых, отнесенных к одной 
и той же абсциссе, определять ту, для которой ка- 
кая-либо наперед заданная переменная величина полу- 
чала бы наибольшее или наименьшее значение. 


ДОПОЛНЕНИЕ 
8. Итак, в задачах, относящихся к этому методу, 
задается по положению ось; и среди всех кривых, 
которые могут быть отнесены к этой оси и к ее 
определенному отрезку, определяется та, для которой 
какая-либо переменная величина становится наиболь- 
шей или наименьшей. 


ПРИМЕЧАНИЕ 

9. Другого условия для определения максимума 
или минимума кроме задания величины абсциссы мы 
здесь не прибавляем, так как существуют задачи, кото- 
рые таким образом вполне определяются, что более от- 
четливо будет выяснено ниже. Но встречаются также 
и такие задачи, для определенности которых надо 
указать сверх того две или больше точки, через ко- 
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торые должна проходить разыскиваемая кривая; это 
станет очевидным уже из самого решения отдельных 
задач. Именно, если при разыскании кривой мы 
придем к такому уравнению, в котором вследствие 
интегрирования появляются новые постоянные вели- 
чины, отсутствовавшие в самой постановке задачи, 
то ее решение надо считать неопределенным и рас- 
плывчатым, потому что оно заключает в себе бес- 
численное множество кривых линий, которые полу- 
чаются, когда этим произвольным постоянным при- 
писывают любые значения. 

В этих случаях придется заключить, что задача по 
своей природе не вполне определенна и для прида- 
ния ей полной определенности надо кроме задания 
величины абсциссы еще добавить столько новых 
условий, сколько требуется, чтобы эти произвольные 
постоянные получили определенные значения. В каче- 
стве таких условий удобнее всего брать точки, через 
которые должна проходить разыскиваемая кривая; и 
сколько в найденном уравнении содержится произ- 
вольных постоянных, столько точек сделают это 
уравнение определенным. Вместо точек для полного 
определения кривой можно взять столько же каса- 
тельных к ней, и если касание должно происходить 
в заданной точке, то такое условие будет равносиль- 
но заданию двух точек. Вместо точек могут быть взя- 
ты какие-нибудь другие условия, лишь бы только они 
были заданы так, чтобы произвольные постоянные 
в найденном. уравнении стали вполне определенными. 
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Но при этом нет надобности доводить решение до 
конца, чтобы составить соответствующее суждение; 
ниже будут указаны известные признаки, позволяю- 
щие по самой природе переменной величины, кото- 
рая должна достигнуть максимума или минимума, 
‘распознать, какие новые постоянные, не содержав- 
шиеся в постановке задачи,. войдут в уравнение кри- 
вой. Число этих произвольных постоянных зависит 
от порядка того диференциального уравнения, кото- 
рое получается для искомой кривой: какого порядка 
получается диференциальное уравнение для разы- 
скиваемой кривой, столько произвольных постоянных 
надо считать в нем неявно заключенными; отсюда 
является необходимость иметь столько же условий 
для определения кривой. То же самое происходит и при 
решении всех тех задач, которые приводятся к диф е- 
ренциальному уравнению первого или более высокого 
порядка, так что нельзя думать, что отсюда для нашей 
проблемы возникает какое-то особое затруднение. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ Ш 


10. Относительный метод максимумов и мини- 
мумов учит определять кривую, обладающую свой- 
ством максимума или минимума, не среди всех во- 
обще кривых, соответствующих одной и той же 
абсциссе, а среди только тех, которые имеют какое- 
либо наперед указанное общее свойство. 

ДОПОЛНЕНИЕ 1 

11. Следовательно, для решения задач этого рода 

нужно прежде всего из всех вообще кривых, соответ- 
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ствующих одной и той же абсциссе, выделить те, 
которым принадлежит это наперед указанное общее 
свойство; а затем уже среди этих выделенных кри- 
вых должна быть определена та, которая подлежит 
разысканию. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 

12. Хотя введением такого условия число всех 
кривых, отнесенных к одной и той же абсциссе, 
сильно ограничивается, все же и после этого оно 
останется бесконечным. Даже если указать не одно, 
а несколько свойств, какими должны обладать все 
‚ кривые, среди которых определяется разыскиваемая, 
все же и тогда число кривых останется бесконечным. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
13. Итак, чем больше предписывается свойств, общих 
тем кривым, среди которых надо определить разыски- 
ваемую, тем больше ограничивается число тех кривых, 
из которых надо произвести выбор; но это число 
остается всегда бесконечным. 


ПРИМЕЧАНИЕ 1 

14. Первою из задач этого рода, для которых мы 
устанавливаем относительный метод максимумов и 
минимумов, была знаменитая изопериметрическая 
задача, опубликованная Яковом Бернулли в начале 
этого столетия. 

В этой задаче разыскивалась кривая, обладающая 
свойством максимума или минимума, не среди всех 
кривых, отнесенных к одной и той же абсциссе, 
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а лишь среди тех, которые имеют одинаковую длину; 
вследствие этого те кривые, из которых требовалось 
выбрать разыскиваемую, были названы изопериметри- 
ческими. Так, например, если среди всех кривых, 
соответствующих одной и той же абсциссе и равных 
по длине, мы станем разыскивать ту, которая вме- 
сте с абсциссой и ординатой заключает наибольшую 
площадь, то найдем, что требованию удовлетворяет 
окружность, что, впрочем, было известно геомет- 
рам еще задолго до открытия рассматриваемого метода. 

Но так же и в этом случае из самой природы за- 
дач возникают добавочные условия, как и в тех 
задачах, которые относятся к @бсолютному методу 
максимумов и минимумов; судить об этих усло- 
виях можно по произвольным постоянным, к которым 
приводит решение. 

Так, например, при решении задачи о разыскании’ 
кривой, заключающ.Йй вуссте с абсциссой наиболь- 
шую-площадь среди всех кривых одной и той же 
длины, появляются две новые постоянные; поэтому, 
для придания задаче надлежащей определенности, ее 
надо ставить так, чтобы кривая, заключающая при 
данной абсциссе наибольшую площадь, разыскивалась 
среди всех кривых одной и той же длины, не только 
соответствующих одной и той же абсциссе, но и про- 
ходящих через две данные точки. Подобным же обра- 
зом может случиться, что для, определенности задачи 
придется произвольно выбрать четыре точки, и даже 
больше; суждение об этом надо основывать на самой 
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природе задачи. Но если в изопериметрической за- 
даче все кривые, из которых требуется определить 
разыскиваемую, задаются одной и той же длины, то 
вместо этого свойства может быть задано какое 
угодно другое, лишь бы оно было общим для всех 
них. Например, уже ранее разыскивались кривые, 
обладающие свойством максимума или минимума, среди 
всех тех кривых, отнесенных к одной и той же аб- 
сциссе, которые при вращении вокруг этой абсциссы 
образуют равновеликие поверхности; подобным же 
образом могут быть заданы и другие какие-нибудь 
свойства. Могут также быть предписаны не одно, 
а нссколько таких свойств, которые должны быть 
общими для всех кривых, среди которых определяется 
кривая, содержащая какой-нибудь максимум или ми- 
нимум: например, можно разыскивать кривую, обла- 
дающую каким-нибудь свойством максимума или ми- 
нимума,. среди всех тех кривых, соответствующих 
одной и той же абсциссе, которые как равны 
между собой по длине, так и заключают равные 
‚площади. 

ПРИМЕЧАНИЕ ИП 

15. Вследствие указанного различия между абсо- 
лютным и относительным методами максимумов и ми- 
нимумов наше изложение разделится на две части. 
Сначала мы изложим метод определения кривой, 
обладающей свойством максимума или минимума 
среди всех вообще кривых, соответствующих одной 
и той же абсциссе. 
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В дальнейшем же мы перейдем к задачам такого 
рода, гле требуется найти кривую, обладающую свой- 
ством. максимума или минимума, среди всех кривых, 
имеющих одно или несколько наперед заданных 
общих свойств; и из числа этих свойств возникнет 
новое подразделение в ходе изложения. Впрочем 
в этом подразделении не придется итти слишком да- 
леко; скоро будет найден метод легко решать 
задачи, сколько бы ни было заданных свойств, и 
решения задач, на первый взгляд чрезвычайно слож- 
ных, неожиданно окажутся совершенно простыми и 
не составляющими труда. 


СОГЛАШЕНИЕ 1 


16. В нашем изложении мы постоянно будем 
обозначать абсциссу, к которой’ относятся К 
кривые, буквой х, а ординату буквой у. Далее, 
если возь нем равные элементы абсциссы, то всегда 
будет: 


Чу==рах, ар=аах, 49 =тах, 4г=$а4х 
и т. д.. 

ДОПОЛНЕНИЕ 1 

17. С помощью этих подстановок из формул бу- 

дут устранены все диференциалы любого порядка 
самого у, и не останется ни одного диференциала 
кроме 4х. Хотя таким образом все диференциалы 
кроме 4х устраняются не по существу, а лишь по 
форме, все же эти подстановки окажутся для нашей 
цели весьма полезными, | | 
3* 
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_ ДОПОЛНЕНИЕ ПИ 

18. Кроме того, благодаря этим подстановкам се- 
вершенно устраняется из выкладок предположение 
о. постоянстве диференциала, ибо если какой-ни- 
будь другой диференциал предположить постоянным, 
то и при нем после этих -подстановок всегда должна 
получиться одна и та же формула. 

Впрочем в силу метода, применяемого ниже, необ- 
ходимо будет принимать диференциал 4х за посто-’ 
янное. 

ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

19. Чтобы легче было видеть, как благодаря этим 
подстановкам исчезают диференциалы любого порялд- 
ка самого у, полезно будет приложить следующую 
таблицу: 
у —р ах, 
42у—=арах =44х?, 
43у = 44 4х? =гахЗ, 
4у = 4гахз = $ 4х*, 
5у == 45 4х4 —={4х?. 
ит, д. 

ДОПОЛНЕНИЕ 1У 

20. Если будет встречаться и дуга кривой, соответ- 
ствующая абсциссе х, со своими диференциалами 
какого бы то ни было порядка, то все эти величины 
могут быть выражены при помощи букв р, 9 ит. д. 
так, что не будет никаких других диференциалов, 
кроме 4х. 
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Положив дугу равной %, будем иметь: „ 


=\У ах: —- 4у2 = и -- ах, 4% — И! рах, 


2 
и — 29 Ах 


ИТ 2 


г 4х3 2 хз 
КР 
ИТ (1-7) 


8% — 


) 3 
2 
и т. д. 
ДОПОЛНЕНИЕ У 

21. Подобным же образом может быть выражен 
через величины, хотя бы по внешнему виду конечные, 
радиус соприкасающегося круга или радиус кривизны 
кривой в любом ее месте. 


Гак как при постоянном элементе 4х длина ради- 
р щ р будет — 4 то она 
са соприкасающегося круга 
у у у ах ау ’ 


обратится в 


3 
2-7)? 
9 


ДОПОЛНЕНИЕ У 
22. Далее посредством тех же подстановок будем 


иметь следующее: 
ах 
подкасательная —7 7х — 2. 
ау 


р 


(1 
поднормаль г — ру, 


аи 1 2 
асательная — _УГЕя. 


ау р 


4% 
нормаль =. —=уу1 р”. 
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И точное так же все конечные величины, относя- 
щиеся к кривой, если они не включают интегралов, 
смогут быть выражены через эти конечные величины 
у р, 9 и т. д., так что явным образом не останется 
более никаких диференциалов. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТУ 


23. Формулой максимума или минимума в каж- 
дой задаче будем называть ту величину, которая для 
разыскиваемой кривой должна получить наибольшее 
или наименьшее значение. 

ДОПОЛНЕНИЕ {1 

24. Так как во всех задачах, для которых вырабо- 
тан этот метод, разыскивается кривая, обладающая 
свойством максимума или минимума, либо среди 
всех кривых; либо только среди бесчисленных кри- 
вых, известным образом определенных, то это свой- 
ство, которое для разыскиваемой кривой должно до- 
стигнуть максимума или минимума, будет величиной, 
и эта величина будет выражаться формулой, кото- 
рую мы здесь называем формулой максимума или 
минимума. 

ДОПОЛНЕНИЕ ПИ 

25. И так как свойство максимума или минимума 
должно задаваться таким образом, чтобы оно отно- 
силось к данной определенной абсциссе, то и фор- 
мула максимума или минимума должна быть отнесена 
к этой определенной абсциссе. 
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26. Игак, формула максимума или минимума будет 
переменной величиной, зависящей от длины каждой 
абсциссы, которой она ‘соответствует. И в каждой 
задаче будет разыскиваться кривая, для которой при 
определенной абсциссе эта формула максимума или 
минимума получила бы наиболышее или наименьшее 
значение. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1У 


27. Но формула максимума или минимума не мо- 
жет зависеть от одной только абсциссы: если бы это’ 
было так, то она получила бы одно и то же значе- 
ние для всех кривых, соответствующих одной и той 
же абсциссе, и поэтому все они одинаково удовле- 
творяли бы требованию. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 


28. По этой причине формула максимума или ми- 
нимума, должна, кроме общей всем рассматриваемым 
кривым абсциссы, зависеть также особым образом от 
каждой кривой, чтобы существовала одна кривая, 
для которой эта формула могла бы приобрести наи- 
большее или наименьшее значение. 


ПРИМЕЧАНИЕ 1 
29. Чтобы яснее понять все это и лучше усвоить 
сущность вопросов, разбираемых в дальнейшем, пред- 
положим, что требуется определить либо среди всех 
вообще кривых, соответствующих одной и той. же 
абсциссе АЙ (черт. 1), либо только среди бесчислен- 


г 
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ных кривых, имеющих некоторое определенное об- 
щее свойство, ту кривую, для которой значение фор- 
мулы \ было бы. наибольшим или наименыйим. 
Пусть требованию удовлетворяет кривая @тг, так 
что, какую другую кривую ни отнести к определен- 
ной абсциссе АЙ, значение формулы Й будет или 
? меньше, чем для нашей кривой, 

п или больше, сообразно с тем, 

должно ли Ш у кривой, удовле- 

а творяющей требованию, быть наи- 
большим или наименьшим. Итак, 
при такой наиболее широкой по- 
становке вопроса мы имеем преж- 
де всего абсциссу определенной 
длины АЙ; далее разыскивается кривая либо срели 
всех вообще кривых, отнесенных к одной и той же 
абсциссе, либо только среди бесчисленных кривых, 
обладающих одним или несколькими общими свойст- 
вами, сообразно с тем, относится ли данный вопрос 
к абсолютному или относительному методу максимумов 
или минимумов; наконец, мы имеем величину У, зна- 
чение которой у разыскиваемой кривой атг должно 
быть наибольшим или наименьшим, так что величи- 
на № будет формулой максимума или минимума, со- 
гласно определению последней. Теперь сразу видно, 
что эта формула Й должна быть построена так, что- 
бы она могла применяться ко всем кривым, какие 
только возможно представить. А именно, она должна 
будет зависеть прежде всего от величины определен- 


4 МУ й 
Черт. 1. 
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ной абсциссы АЙ, изменяясь с изменением значения 
‚самого 47. Затем она должна будет зависеть особым 
образом от ‘природы каждой кривой, какую только 
возможно представить; ибо если бы она не была по- 
строена таким образом, то для всех кривых она по- 
лучила бы одно и то же значение и вопрос потерял 
бы всякий смысл. 

Поэтому величина Й кроме абсциссы должна бу- 
дет заключать в. себе также величины, относящиеся 
к самой кривой. И так как всякая кривая определя-` 
ется соотношением между абсциссой и ординатой, 
то величина И должна быть составлена из абсциссы, 
ординаты и величин, от них зависящих. То есть, 
если положить неопределенную абсциссу равной хи 
соответствующую неопределенную ординату равной у, 
то величина № должна быть функцией двух пере- 
менных хи у. Тогда, если представить себе какую 
угодно определенную кривую, и получаемое из ее 
природы соотношение между уи х подставить в фор- 
мулу И, то последняя достигнет определенного зна- 
чения, принадлежащего к данной кривой и к опре- 
деленной ее абсциссе. И так как для разных кривых. 
формула № получает различные значения, хотя бы для 
всех них была взята одна и та же абсцисса, то очевидно, 
что среди этих бесчисленных кривых должна быть 
одна, у которой значение формулы Й окажется наи- 
большим или ‘наименьшим 131; для нахождения этой 
кривой в каждом данном определенном вопросе и вы- 
работан предлагаемый метод. 
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ДОПОЛНЕНИЕ И 

30. Итак, формула максимума или минимума Ш 
будет некоторой функцией двух переменных х и у, 
из которых одна, х, обозначает абсциссу, а другая, 
у — ординату. В формулу И могут входить не 
только сами переменные хи у, но также все вели- 
чины, от них зависящие, каковыми являются р, 4, г, 
$5 и т. д., значения которых мы дали выше. 

Кроме того, как мы это вскоре покажем, в Ш 
могут и даже должны входить, если мы желаем 
сделать задачу определенной, интегральные формулы, 
получаемые с помощью этих величин. 


ДОПОЛНЕНИЕ УИ 

31. Итак, если задана такая формула , функция 
от хиу, то в том случае, когда вопрос относится 
к абсолютному методу максимумов или минимумов, 
требуется найти такое уравнение между х иу, чтобы 
после подстановки в значения у, выраженного 
через х, и придания абсциссе определенного зна- 
чения, значение \ делалось бы наибольшим или 
наименьшим по сравнению с значениями, которые 
получаются при каком-нибудь другом уравнении 
между хи у. 


ДОПОЛНЕНИЕ УШ 


32. Таким способом вопросы, относящиеся к уче- 
нию о кривых линиях, могут быть сведены к чистому 
анализу. И обратно, если вопрос этого рода будет 
поставлен в области чистого анализа, то он может 


а 
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быть отнесен к учению о кривых линиях и здесь 
получить разрешение. | 
ПРИМЕЧАНИЕ П 

33. Хотя вопросы этого рода могут быть сведены 
к Чистому анализу, все же полезно связывать их 
с учением о кривых линиях. Ибо если бы мы поже- 
лали отвлечься от кривых линий и сосредоточить 
внимание на одних только чистых величинах, то, 
во-первых, самые задачи стали бы запутанными и не- 
изящными и менее усматривался бы их практический 
смысл; во-вторых, и метод разрешения такого рода 
вопросов, если бы он применялся к одним только 
абстрактным величинам, был бы слишком запутан 
и труден, тогда как рассмотрение фигур и линейное 
изображение величин удивительно помогают ему 
и облегчают его понимание. Поэтому, хотя вопросы 
этого рода могут касаться как абстрактных, так 
и конкретных величин, для нас будет удобнее всего 
решать их в применении к кривым линиям. А имен- 
но, всякий раз, когда разыскивается такое уравнение 
между хи у, чтобы у им определяемое сообщало 
бы при определенном значении абсциссы величине 7, 
образованной из этих хи у, наибольшее или наи- 
меньшее значение, — мы будем постоянно переносить 
вопрос на разыскание кривой линии с абсциссой х 
и ординатой у, для которой эта величина 7” прини- 
мала бы наиболыцее или найменьшее значение, если 
взять абсциссу данной величины. После этих заме- 
чаний достаточно отчетливо уяснена природа такого 
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рода вопросов, если только кому-нибудь еще и теперь 
не внушает подозрения в двусмысленности то, что 
мы говорим одновременно о максимуме и минимуме. 
Но и здесь нет никакой двусмысленности: хотя са- 
мый метод одинаково указывает максимумы и мини- 
мумы, в каждом отдельном случае легко будет раз- 
личить, дает ли. решение `максимум или минимум. 

Часто может быть и так, что в данном вопросе 
имеет место ‘как максимум, так и минимум, и вэтих 
случаях решение будет двойным: одно укажет мак- 
симум, другое минимум. Но большей частью’ одно 
из двух, или максимум, или минимум, оказывается 
невозможным; это бывает тогда, когда формула мак- 
симума или минимума может ‘бесконечно возрастать 
или убывать; в этих случаях либо максимум либо 
минимум не будет существовать. Бывает и так, что 
заданная формула № может как возрастать, так и 
убывать бесконечно, и в этих случаях не будет 
совсем никакого решения. 

Все эти различия всегда покажет само решение 
и выкладки. | 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. ТЕОРЕМА 

34. Для того чтобы формулой максимума или 
минимума УТ определялась кривая`атг, удовлетво- 
ряющая требованию задачи по сравнению со всеми 
прочими кривыми, формула И должна быть неопре- 
деленной интегральной величиной, которая может 
быть проинтегрирована только в том случае, когда 
будет взято заданное состношение между х и у. 
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Доказательство -_. 

Действительно, предположим, что формула Й не 
заключает в себе неопределенных интегральных вели- 
чин. Она будет функцией величин Х и уи завися-. 
щих от них р, 0, Г, $ ит. д. либо алгебраической, 
либо такой `трансцендентной, которая может. быть: 
установлена без задания соотношения межлу х и у; 
это возможно, если в нее входят логарифмы этих 
величин, или дуги окружности, или другие подобные 
им определенные трансцендентные величины, которые 
можно считать эквивалентными алгебраическим. И вот, 
если принять Й за подобную функцию только самих х 
и у, то очевидно, что значение, которое получает 
формула \ для данной кривой ат, отнесенной 
к данной абсциссе АЙ, будет зависеть только. от 
последней ординаты 22, и то же самое будет для. 
всех кривых, имеющих в 2 ту же ординату 72. Таким 
образом формулой определится не характер всей 
кривой, а только’ положение ее последней точки 2. 
Если в \ будет входить кроме х и у величина 
р, то этим определится, кроме длины ординаты #2, 
также положение касательной к кривой в 2 или 
положение последнего элемента в 2. Если же, кроме 
того, войдет 4, то определится положениг двух 
смежных элементов кривой в 2, и т. д. Отсюда сле- 
дует, что если И будет определенной функцией 
х, у, р, 4, г, $ ит. д., то через нее определится 
только бесконечно малая часть кривой вблизи 
ее конца 2; и для всех кривых, кончающихся 
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таким же самым образом, значение \ получится 
то же самое. 

Следовательно для того чтобы формулой  опре- 
делялась вся кривая @атг, соответствующая всей 
абсциссе АЙ, формула \ должна быть составлена 
так, чтобы ее значение, отнесенное к определен- 
ной кривой @&тг, зависело от положения отдельных 
элементов этой кривой, находящихся между преде- 
лами а иг. А это возможно только в том случае, 
когда величина \ будет неопределенным интеграль- 
ным выражением, которое в общем виде, без уста- 
новления уравнения между х и у, не допускает 
интегрирования. Ч. т. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
35. Итак, если формула максимума или минимума 
не будет неопределенной интегральной величиной, то 
и кривая линия, у которой значение \ было бы наиболь- 
шим или наименьшим, не сможет определитеся; и са- 
мый вопрос о нахождении кривой, у которой И было 
бы наибольшим или наименьшим, потеряег смысл. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 


36. Следовательно, чтобы можно было указать 
кривую, у которой значение И было бы наиболь- 
шим или наименьшим по сравнению с другими „фор- 
мула \ должна иметь такой вид: 


. 


\ (ах; . 


*/ 


и величина 2 должна быть образована так, чтобы. 
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диференциал (4х не мог быть проинтегрирован без 
установления уравнения между хи у. | 

ПРИМЕЧАНИЕ 

37. Так как формула максимума и минимума И 
должна быть интегралом неопределенной диференци- 
альной формулы первого порядка, т. е. такой фор- 
мулы, интегралом которой является конечная вели- 
чина, то эта диференциальная формула всегда смо- 
жет быть приведена к виду 2 4х при помощи букв 
р, а, Ги т. д. Поэтому в дальнейшем формула мак- 
симума или минимума постоянно у нас будет обозна- 
чаться так: - 

|2 ах. 


При этом 2 будет. функцией не только величин х- 
и у, но оно будет содержать также буквы р, а, г 
и т. д. Так, например, если должна быть наиболь- 
шей или наименьшей площадь Аа27, то формула И 


[< 


обратится в \ у4х; если же должна быть наибольшей 
или наименьшей поверхность тела, образуемая вра- 
щением ‚кривой атг вокруг оси АЙ, то № будет 
равно \ у! —- р?4х ит. д. Какова бы ни была 
формула, которая для`разыскиваемой кривой должна 
быть наибольшей или наименьшей, всегда она будет 
вида \ 2ах, т. е. будет интегралом некоторой ко- 
нечной величины Й, умноженной на диференциал 4х. 
& должно быть величиной такого рода, чтобы инте- 
грал \ 2ах получал определенное значение, если 


установить уравнение между х и у; отсюда следует, 
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что будет либо алгебрзической или вообще опре- 
деленной функцией величин х, у, р, 9, гит. д., 
либо оно будет заключать в себе, кроме того, не- 
определенные интегральные выражения; это различие 
надо хорошо заметить. Так, если формула максимума 
или минимума будет (уах или уу! -- р: 4х, то 
величина 7 будет алгебраической; если же Ш будет 
равно \ухах \ у 4х, то 2 будет равно ух | у4х, т, е. 
само 2 будет неопределенной величиной, значение 
которой ` нельзя указать, если’ не дано соотношения 
между х и у. Может оказаться даже и так, что 
значение Х не сможет быть выражено подобной 
развернутой формулой, а должно лишь быть получено 
из диференциального уравнения; например, если 


ар ух зах; 

из этого уравнения значение даже не может быть 
выражено через х и у. Отсюда возникают три рода 
формул \ 4х, которые в разыскиваемых кривых 
должны достигнуть максимума или минимума. Пер- 
вый род — это те формулы, для которых & есть ‘алге- 
‘браическая или какая-либо иная определенная функ- 
ция от х, у, р, (4, Г, $ ит. д. Ко второму роду 
мы относим те формулы, в которых величина 7 сама 
сверх того заключает в себе интегральные выраже- 
ния. К третьему роду принадлежат те формулы, 
в которых значение 7 определяется диференциальным 
уравнением, не поддающимся интегрированию. 
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38. Если ат2 есть кривая, Эля которой значение 
формулы [2ах достигает максимума или мини- 
мума, причем 2 представляет собой алгебраице- 
скую или какую-либо иную определенную функцию 
от х, у, р, 49, ги т. д., то любая часть тп этой 
кривой будет обладать теми же отличительными 
свойствами, а именно: для нее при соответствую: 
щей абсциссе ММ значение |Гах будет также 
максимумом или минимумом. 


Доказательство 


Значение формулы | 4х для абсциссы А2 есть 
совокупность всех значений той же формулы, соот- 
ветствующих отдельным частям абсциссы АЙ. Сле- 
довательно, если представить себе абсциссу разде- 
ленной на любое число частей, одна из которых 
есть ММ, и взять значение формулы |7 4х для каж- 
дой из этих частей, то сумма всех этих вели- 
чин даст значение формулы |И4х, соответствую- 
щее всей абсциссе АЙ, которое будет максимумом 
или минимумом. А так как 2, по предположению, 
есть алгебраическая функция Хх, у, р, д ит. д., то 
значение формулы | 7 4х, соответствующее части абс- 
цисс ММ, будет зависеть только от природы соот- 
ветствующей части кривой ти; это значение оста- 
нется тем же самым, как бы ни изменялись осталь- 
ные части ат и лг, так как значения отдельных 
букв х, у, р, 4 и т. д. определяются одной только 
4 л. Эйлер. 
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частью кривой тп. Следовательно, если значения 
формулы [7 4х, приходящиеся на части абсциссы АМ, 
ММ, №, обозначить через Р, © и И, то эти ве- 
личины Р, О и ЛЮ не будут зависеть одна от дру- 
гой. Поэтому, когда их сумма Р -- 9 -{- ^ достигает 
максимума или минимума, необходимо, чтобы каж- 
дая из них в отдельности обладала тем же самым 
свойством. 

Поэтому, если для кривой ат2 формула {П4х 
достигнет наибольшего или наименьшего значения, 
а величина 7 будет алгебраической функцией х, у, 
р, 4 ит. д., то та же формула [2 4х будет обла- 
дать свойством максимума или минимума и для лю- 
бой части этой кривой. Ч. т. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


39. Итак, если будет найдена кривая ат2, для 
которой при данной абсциссе АЁ формула | 2 ах до- 
стигает наибольшего или наименьшего значения, 
причем Г будет алгебраической или какой-либо иной 
определенной функцией, то и любая часть той же 
кривой по отношению к соответствующей ей абс- 
циссе будет обладать тем же свойством максимума 
или минимума. 


ДОПОЛНЕНИЕ ПИ 


40. Следовательно, в задачах, где разыскивается 
такого рода максимум или минимум, нет надобности 
определять величину абсциссы, которой соответство- 
вал бы максимум или минимум; если для одной 
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какой-нибудь абсциссы формула | 7 ах достигнет мак- 
симума или минимума, то она будет’ обладать тем 
же свойством для любой другой абсциссы. 


ДОПОЛНЕНИЕ ШП 


41]. Итак, задачи этого рода будут разрешены, если 
отдельные частицы разыскиваемой кривой определятся 
таким образом, чтобы для них значение формулы 
| 2ах было максимумом или минимумом. Ибо тотда 
сразу и вся кривая и любая ее часть одинаково по- 
лучат то же свойство максимума или минимума. 


ПРИМЕЧАНИЕ 


42. Это свойство кривых, для которых формулы 
вида [| Дах, где 7 есть алгебраическая или какая-либо 
иная определенная функция х, у, р, ди т. д., до- 
стигают максимума или минимума, имеет величайшую 
важность, так как на нем основан весь метод решения 
задач этого рода. Мы сочли необходимым привести 
это предложение, чтобы свойство, присущее только 
таким формулам [ 7, ах, где &. есть алгебраическая или 
какая-либо иная определенная функция, не было при- 
нято за свойство, общее всем формулам, какие только 
могут быть заданы; в следующем предложении мы 
докажем, что если в 2 заключаются интегральные 
формулы, то это свойство не имеет более места; 
отсюда вместе с тем можно будет яснее понять сущ- 
ность этого рода вопросов. Доказательство же настоя- 
щего предложения основано на том, что в том случае, ко- 
гда 7 есть алгебраическая или какая либо иная опрелс- 
4% 
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ленная функция от х, у, р, (4, гит. д., то значение 
формулы | 2 4х, приходящееся на каждую часть абсцис- 
сы ММ, зависит только от соответствующей части кри- 
вой 1717, и на это значение не влияет остальная часть 
кривой, ни предшествующая ат, ни последующая 
#2. Это основание отпадает, если в 2 будут заклю- 
чаться неопределенные интегральные формулы. Дейст- 
вительно, значения величин Хх, у, р, а, гит. д., полу- 
чаемые для дуги кривой тя, зависят только от 
положения элементов этой дуги ти и от нескольких 
смежных элементов, не составляющих дуги конечной 
величины; поэтому и величина, любым образом со- 
ставленная из этих букв, будет определяться исключи- 
тельно природой дуги тп, если в эту величину не 
будут входить интегральные величины, каковы, напри- 
мер, интеграл [ ух, вводящий всю предшествующую 


площадь АатМ, или интеграл \у! —- р?ах, включа- 


ющий всю предшествующую дугу. Отсюда можно 
яснее понять, что мы хотим называть определенной 
функцией х, у, р, а, гит. д., а именно: определен- 
ная функция образована так, что в каждом месте 
она зависит только от наличных значений букв 
х, у, р, 4 ит. д. и не заключает в себе их предшест- 
вующих значений. Неопределенная же функция — 
это такая, значение которой в каждом месте не может 
быть определено из одних только значений, прини- 
маемых в этом месте буквами х, у, р, д ит. д. а 
требует для своего определения сверх того и всех 
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значений, принимавшихся этими буквами во всех 
предшествующих местах. Отсюда следует, что все 
алгебраические функции суть вместе с тем и опреде- 
ленные; но, кроме того, являются определенными и 
все трансцендентные функции, не зависящие от соот- 
ношения между х и у, каковы, например, / У’ х2 --у?, 
еРУ, агс$ш ея значения которых в каждом месте 


) 7 


могут быть выведены из значений, принимаемых бук- 
вами в одном только данном месте. Если же в какую- 
нибудь функцию входят неопределенные интеграль- 
ные формулы, зависящие от взаимной связи, кото- 
рую повсюду сохраняют между собой х и у, то зна- 
чение их в данном месте нельзя узнать по значениям, 
принимаемым в том же месте этими буквами, а необ- 
ходимо сверх того знать все значения последних во 
всех предшествующих местах, т. е. надо знать общее 
соотношение между координатами Хи у. Такие функ- 
ции мы называем неопределенными, как совершенно 
отличные от тех, которым мы дали название опреде- 
ленных. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш. ТЕОРЕМА 


43. Если атг есть соответствующая абециссе АГ 
кривая, для которой [| 24х достигает максимума 
или минимума, причем в 2 содержатся неопреде- 
ленные интегральные величины, то это свойство 
максимума или минимума не принадлежит любой 
части кривой, а будет присуще только всей кривой, 
соответствующей абсциссе АР. -. 
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Доказательство 


Представим себе, что вся кривая 212, для которой 
Г 2ах достигает максимума или минимума, разделена 
на две части ординатой Мт; пусть при этом зна- 
чение формулы |Са@х, приходящееся на часть ат, 
будет равно Р, а значение той же формулы для другой 
части 72 будет равно (); тогда для всей кривой зна- 
чение формулы {[ 7 4х, которое мы предполагаем мак- 
симумом или минимумом, будет равно Р-|- ©. Чтобы 
устранить всякую двусмысленность и получить воз- 
можность более наглядно изложить все это, примем, 
что Р-- О достигает максимума: что будет доказано 
для максимума, то легко будет понять и для минимума. 
Итак, если бы значение О не зависело от значения Р, 
то сумма Р -- О не могла бы быть максимумом без того, 
чтобы оба значения Ри @, каждое в отдельности, 
стали максимумами. В нашем же случае, когда вели- 
чина 2 содержит в себе неопределенные интеграль- 
ные величины, значение (С) будет зависеть не только 
от части кривой 112, к которой оно отнесено, но 
вместе с тем и от всей предшествующей кривой ат 
и, следовательно, от Р. Теперь мы утверждаем, что 
для того, чтобы Р-- @ стало максимумом, не тре- 
буется, чтобы значение Р было также максимумом. 
`Действительно, положим, что часть кривой ат обра- 
зована так, что для нее Р — максимум, и представим 
себе, что эта часть кривой несколько изменяется, так 
что значение формулы [С 4х становится меньшим, 
например, равным Р— р; возможно, что от этого 
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изменения значение () возрастет, положим на 4; 
тогда значение формулы [|И4х для всей кривой, 
после того как часть ат изменилась так, что для 
нее | 74х уже не будет максимумом, окажется рав- 
ным Р-_р--О--4. А так как может случиться, 
что 9 > р, то понятно, что формула {| Д 4х может быть 
максимумом для всей кривой атг, хотя бы она и не 
была таковым для любой части ат. Ч. т. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


44. Итак, если будет найдена кривая, сообщающая 
для данной абсциссы АЙ наибольшее или наименьшее 
значение формуле | 24х, причем 7 есть неопреде- 
ленная функция, то отсюда еще не следует, что любая 
часть"найденной кривой будет обладать тем же свойст- 
вом максимума или минимума. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 


45. Следовательно, при решении задач, в которых 
разыскивается кривая, сообщающая для данной асбцис- 
сы АС формуле | 24х наибольшее или наименьшее 
значение, всегда надо будет иметь в виду величину 
всей заданной абсциссы, и максимум или минимум 
должно относить только к ней, а не к любой ее 
части. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 


46. Отсюда. явствует резкое различие между фор- 
мулами | Д4х,‚`у которых функция С определенная, 
и теми, где она неопределенвая; вместе с тем понятно 
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и различие методов, которыми надо будет пользоваться 
для решения вопросов о разыскании наибольших 
или наименьших значений этого рода формул. 


ПРИМЕЧАНИЕ 


47. Из доказательства этого предложения следует, 
что если для данной абсциссы АС вся кривая сооб- 
щает формуле [| 7 4х максимум или минимум, то нет 
необходимости, чтобы и отдельные ее части обладали 
тем же свойством; и легко понять, что когда это же 
свойство присуще и отдельным частям, то это проис- 
ходит случайно. Но тем не менее совершенно необ- 
ходимо всегда сообразовать решение со всей заданной 
абсциссой. 

Вместе с тем, однако, в задачах на относительный ме- 
тод максимумов и минимумов может оказаться допусти- 
мым в формулах | 7 4х, в которых 2 неопределенная 
функция, рассматривать ее так, как будто бы она 
была определенной. А именно, это бывает в том 
случае, когда кривую, для которой | 7 4х был бы мак- 
симумом, требуется найти лишь среди тех кривых, у 
которых неопределенные интегральные формулы, за- 
ключающиеся в 2, принимают равнье значения; в этом 
случае надо считать, что неопределенные интегральные 
формулы превращаются в определенные. Так, напри- 
мер, если среди всех кривых одной и той же длины 
надо определить ту, для которой { 2 4х был бы наи- 
большим или наименьшим, и в 2 кроме определенных 
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величин заключается дуга кривой и -- р? ах, то 
эта последняя может быть рассматриваема как опре- 
деленная функция, потому что она получает одно 
и то же значение для всех кривых, среди которых 
надо определить разыскиваемую. Все это в дальнейшем 
будет разъяснено подробнее. 


СОГЛАШЕНИЕ П 


48. Если абсцисса АС (черт. 2) разделена на десчи- 
сленное множество бесконечно малых и равных 


между собой элементов, как (К, КГ, ГМ и т. 0., 
и каждой части АМ, обозначенной через х, соот- 
ветствует некоторая переменная функция Г, то 
мы будем обозначать через Ё', Е’, Е, РМ№, Е\ 
и т. д. значения этой функции в точках М, О, 


Р, ©, Ю,..., следующих за точкой М, а через Е,, 
Г, Е» В; й т. д. — значения той же функции 
в точках ТГ, К, 1, Н,.... предшествующих точ- 


ке М. 
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Таким образом бу)3ет удобно выражать без гро- 
моздкого выписывания диференциалов значение каж- 
дой переменной функции, принимаемое ею в любой 
точке абсциссы. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


49. Так как значение каждой функции в любом 
месте равно ее значению в предшествующем месте, 
увеличенному на свой диференциал, то будем 
иметь: 


РЕ Ч аЕ, Е =Е -@4Е, 
к = Е АЕ", Е, =Е, + ВЕ, , 
БИА РИ, Е, =Е, + аЕн, 
Ем == В" де" Би = Е, Ру 
и т. д. ит. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 


50 Если из отдельных точек деления абсциссы 
провести ординаты и ту, которая соответствует абс- 
циссе АМ ==х, а именно Мт, положить равной у, то 
остальные ординаты, как последующие, так и пред- 
шествующие, обозначатся так: 


Мт == у, Мпт == У, 
№ = у’, Ц =у, 
Оо =у’, КЕ =у,, 
Рр =у",  =уУн, 
9 = У НВ =— У 
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ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
51. Так как далее значение р равно: 


ау _ Мп — Мт 
дх _ ах ) 
то будем иметь: 
ШУ —\ 
Р ах ° 


последующие же значения р, равно как и предщест- 
вующие, будут таковы: 


р=* =, р=* 
р" т рии — Ут 
ИТ. д И Т. Д. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
52. Далее, так как 


__ ЧР __Р’—Р 
7 — ах ах 


) 


то будем иметь: 
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откуда значения величины 4 как последующие, так 
и предшествующие, выразятся так: 


У’ —2у у о" — 2+ 
Я — ах2 ’ 7 — 4х2 
У НУ, Щи», 
7 ах? 9 — 4х? 
ре ЛИ ь 9, 
ах? " ах? 
И Т, Д. ИТ. Д. 


ДОПОЛНЕНИЕ У' 

98. Подобным же образом посредством этих знач- 
ков при ординатах смогут быть определены те зна- 
чения величин г, $, Гит. д., о которых мы гово- 
рили выше. А именно будем иметь: 


У” — ЗУ ЗУ — У 


г — хз 
с” бу, 4 У 
же 4х4 у 
Е — у\— Бу[\ -|- 10у’”” — 10 у" Бу’ — у 
— ахз 
ит. Д., 


откуда могут быть образованы как последующие, 
так и предшествующие значения этих букв. 


ДОПОЛНЕНИЕ "1 

54. Наконец, если формула |7 4х будет отнесена 
к абсциссе АМ == х, то ее значение, соответствующее 
следующему элементу абсциссы ММ == 4х, будет равно 
2 ах. Отсюда подобным же образом выразятся зна- 
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чения формулы [Й4х, соответствующие отдельным 
элементам абсциссы, а именно: 


для ММ = 7 ах, для ММ = 7, ах, 
„ МО —= ах, „ ГМ =, 4х, 
„ ОР = \4дх, „ КЕЙ ах, 
‚ РОо=и"тах „ К=и, ах 
ит. д. и т. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ УП 
55. Итак, если выражение {Й4х относится к абс- 
циссе кривой АМ =х, то значение этого выражения, 
соответствующее ззданной абсциссе АЙ, будет равно: 
[Г ах гах- Пах + "ах - ("ах ит. д. до 
бесконечности, пока не придем к последней точке #. 
ДОПОЛНЕНИЕ УШ 
56. Следовательно, если разыскивается кривая, ко- 
торая для данной абсциссы АЙ сообщала бы наиболь- 
шее или наименьшее значение формуле [7 4х, то 
надо, взяв какую-нибудь неопределенную абсциссу 
АМ —=х, достигнуть того, чтобы выражение 


[бах Рах-- Йах- #"ах + "ах... 
вилоть до Й, было наибольшим или наименьшим. 
ПРИМЕЧАНИЕ 
57. Хотя это соглашение 1 принято отчасти про- 
извольно, однако введенные обозначения принесут 


весьма болыную пользу для кратчайшего решения 
задач, относящихся к рассматриваемому методу мак- 


1 Соглашение П, (//рим. ред.) 
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симумов и минимумов. Величайшее значение имеет 
в такого рода изысканиях удобный выбор знаков с 
его помощью вычисления могут не только сокра- 
титься, но и стать гораздо легче и проще. Указанный 
способ обозначения на много превосходиг другой 
принятый способ, по которому ближайшие следующие 
значения функций выражаются через диференциалы; 
это происходит потому, что в самом методе решения 
будут встречаться диференциалы другого рода, которые 
легко могли бы быть смешаны с обыкновенными ди- 
ференциалами переменных величин, если бы обыкно- 
венные диференциалы не были посредством принятого 
метода обозначения устранены хотя бы только внеш- 


ним образом. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ ГУ. ТЕОРЕМА 


58 БРеля атпог есть отнесенная к данной абс- 
‘ циссе АР кривая (черт. 3), для 


В 1 которой формула (Гах пэлу- 
чает наибольшее или наименьшее 
значение и мы представим себе 

" другую кривую атуо2, бесконечно 

т } Мало отличающуюся от нее, то 

. ° значение формулы [2 ах для обе- 
Черт. 3. 
цх кривых будет одно и то же. 
Доказательство 


Когда в анализе какая-нибудь переменная величина 
становится максимумом, то она сначала, возрастая, 
все больше приближается к максимальному значению, 


О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА МАКСИМУМОВ И МИНИМУМОВ 63 


а затем, после того как достигнет его, начинает от- 
ходить от него, убывая. Это приближение к макси- 
муму и отхождение от него происходят таким образом, 
что в то время, как величина находится ближе всего 
к максимуму, ее мгновенные приращения и уменьше- 
ния исчезают; то же самое подразумевается и для 
минимума, Бывают, правда, и такие максимумы и ми- 
нимумы, вблизи которых приращения и уменьшения 
бесконечно велики; но такого рода максимумы и ми- 
нимумы редко встречаются в области настоящего 
исследования, и если встречаются, то их легко будет 
определить. Поэтому достаточно отметить, что в не- 
посредственной близости максимума и минимума 
мгновенные изменения не могут быть конечными. 
Далее, если для кривой атио2 выражение [|7 ах до- 
стигнет наибольшего или наименьшего значения, то 
для другой кривой значение этого выражения будет 
тем больше отступать от максимума или минимума, чем 
больше эта другая кривая отличается от первой. 
Если же эта другая кривая бесконечно мало отли- 
чается от той, которая удовлетворяет требованию, то 
формула [4х для обеих кривых будет иметь одно 
и то же значение. А такую бесконечно мало отли- 
чающуюся кривую можно представить себе, если 
положить, что только бесконечно малая дуга тпо 
испытывает бесконечно малое изменение и на ее место 
становится дуга 7уо. Поэтому представим себе, что 
из кривой аг, для которой {Й4х достигает макси- 
мума или минимума вырезана бесконечно малая часть 
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тпо, и на ее место поставлена другая туо, беско- 
незно мало от нее отличающаяся; тогда значение 
формулы [7 4х, соответствующее кривой атпог, бу- 
дет равно значению той же формулы, соответствующей 
кривой атуог. Ч. т. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


59. Так как изменение кривэй должно быть воз- 
можно меньшим, то еще недостаточно принять пере. 
менную дугу тп бесконечно малой, а следует также 
считать и отклонение му бесконечно малым по срав- 
нению с длиной дуги тпо. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 


60. Итак, если допустить такое изменение кривой, 
то отсюда возникнет и изменение значения формулы 
[2 ах, которое, однако, п» доказанному будет исче- 
зающим. И от этого изменения получится урав- 
нение, которое и покажет природу разыскиваемой 
кривой. 


ПРИМЕЧАНИЕ 


61. В приведенном предложении заключен весь 
метод решения задач на разыскание кривой, для ко- 
торой значение неопределенной формулы вида [2 а4х 
было бы наибольшим или наименьшим. Именно, мы 
в:егда представляем себе, что бесконечно малая част; 
кривой тпо испытывает ничтожное изменение, пере- 
ходя В 20, затем находим разность значений, по- 
лучаемых формулой |Г4х для подлинной кривой 


О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА МАКСИМУМОВ И МИНИМУМОВ 65 


атпог и для предполагаемой кривой атуог, и эта 
разность, будучи приравнена нулю, определяет при- 
роду разыскиваемой кривой. Изменение же кривой 
должно происходить в неопределенном месте, чтобы 
относиться ко всей кривой и иметь силу для ка- 
ждого места в отдельности. Это изменение может вы- 
полняться любым способом, лишь бы оно было бес- 
конечно малым, и оно может быть распространено 
на два или больше элемента кривой: всегда при этом 
должно получиться одно и то же окончательное урав- 
нение. , 

Впрочем удобство выкладок требует, чтобы изме- 
нение происходило при наименьшем числе элементов, 
какое достаточно для решения. Так, например, если 
кривая, для которой \ 2ах должен быть максимумом 
или минимумом, разыскивается среди всех вообще 
кривых, соответствующих одной и той же абсциссе, 
то достаточно предположить изменяющимися только 
два элемента кривой. Если же кривая, для которой 
какая-нибудь величина должна быть мак:имумом или 
минимумом, определяется не среди всех вообще кри- 
вых, а лишь среди тех, которые имеют одно или 
несколько общих свойств, то тогда нельзя считать 
изменение /9у0 произвольным, а надо взять его таким, 
чтобы сохранились эти общие всем кривым свойства. 
Следовательно, в этих случаях двух элеменгов бу- 
дет недостаточно, а придется взять их несколько, 
чтобы можно было удовлетворить всем требованиям 
задачи. 


5 л. Эйлер. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ У 


62. Диференциальное значение, соответствующее 
данной формуле максимума или минимума, есть раз- 
ность значений, принимаемых этой формулой для 
разыскиваемой кривой и для той же кривой, испытав- 
шей бесконечно малое изменение. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
63. Итак, для кривой, которая сообщает данной 
формуле \2 4х максимум или минимум, соответству- 


ющее этой формуле диференциальное значение должно 
исчезнуть. Поэтому, если положить диференциальное 
значение равным нулю, то получится уравнение, ко- 
торым выразится природа разыскиваемой кривой. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 


64. Следовательно, из найденного диференциаль- 
ного значения, соответствующего заданной формуле 
максимума или минимума, тотчас получится уравнение, 
выражающее природу той кривой, для которой эта 
заданная формула имеет наибольшее или наименьшее 
значение. 


ДОПОЛНЕНИЕ ШП 


65. Таким образом вся трудность при нахождении 
кривых, обладающих свойством максимума или ми- 
нимума, свелась к тому, чтобы для каждой формулы 
максимума или минимума отыскать соответствующее 
ей диференциальное значение. 
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ПРИМЕЧАНИЕ | 

66. Теперь, после того как дано общее понятие 
не только о природе задач о разыскании кривых, 
обладающих свойством максимума или минимума, но 
также и о методе, которым надлежит пользоваться 
для их решения, мы перейдем к самому исследова- 
нию. И прежде всего мы изложим абсолютный метод 
максимумов и минимумов, с помощью которого ра- 
зыскиваются кривые, обладающие каким-нибудь свой- 
ством максимума или минимума среди всех вообще 
кривых, отнесенных к одной и той же абсциссе. 
Затем мы перейдем к относительному межоду макси- 
мумов и минимумов, к которому относятся задачи, 
содержащие требование найти такую кривую, которой 
принадлежало бы преимущество максимума или ми- 
нимума не среди всех кривых, соответствующих дан- 
ной абсциссе, а лишь среди тех, которые обладают 
каким-нибудь одним или несколькими общими свой- 
ствами. При этих исследованиях, как мы это уже 


отметили, природа той формулы |2 ах, которая 


должна достигнуть максимума или минимума, со- 
здает огромное различие, сообразно с тем, будет ли 
7 определенной или неопределенной функцией. 


5* 


о Х 


ГЛАВА "ВТОРАЯ 


ОБ АБСОЛЮТНОМ МЕТОДЕ МАКСИМУМОВ 
И МИНИМУМОВ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ 
КРИВЫХ ЛИНИЙ 


ма 


+ 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. ЗАДАЧА 


1. УСТЬ у произвольной кривой линии атг 
какая-нибудь из ординат Мп (черт. 4) 
увеличится на бесконечно малую частицу пу; тре- 


буется найти получившиеся от этого приращения 
или уменьшения некоторых определенных величин, 
относящихся к кривой линии. 
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Решение 

Под определенными величинами, относящимися к 
заданной кривой, подразумеваются, исключая абс 
циссу х, которая изменениями кривой не затраги- 
вается, величины у, р, 4, Г, $ ит. д. вместе со своими 
частными значениями, которые они получают как 
в последующих, так и в предшествующих местах. 
Если мы теперь положим АМ =х и Мт=у, то 
значение Ли будет равно у’, и это значение при пе- 
ренесении точки п в у увеличится на частицу пу; 
остальные последующие ординаты у', Ёу"', у ит. д., 
так же как и ординаты, предшествующие у, У,, У, 
Ум И т. д., останутся неизменными. Итак, если одна 
только ордината у’ возрастет на частицу пу, то на 
основании $ 95| и следующих предыдущей главы 
можно будет заключить, какое приращение получат 
все остальные величины, изменившиеся от прираще- 
ния одной только ординаты у’ а именно: подверг- 
нутся изменению все величины, значения которых 
зависят от у’, а остальные, не зависящие от у’, оста- 
нутся неизменными. 


У —у 
ах 

Уфу 
ах 


Так, например, величина р = возрастет на 


ПУ 
частицу 7.; а величина р' == уменьшится на 


частицу т, . Подобным же образом будут найдены 


приращения или уменьшения и остальных величин, 
для чего надо в их значениях, показанных выше, 
выбросить все значения у кроме у’, а вместо по- 
следнего написать пу. 
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Найденные таким способом приращения всех опре- 
деленных величин, испытывающих изменения, со- 
браны в следующей таблице: 


Прираще- 
ние 


Вели- 
чина 


Вели- 
чина 


Вели- 
чина 


Приращение Приращение 


тя 


И ——_ 


Согласно этой таблице легко найти приращения 
или уменьшения и последующих величин. Ч. т. н. 
ДОПОЛНЕНИЕ 1 
2. Определив приращения первоначальных вели- 
чин у, р, р’, Ч ит. д., относящихся к кривой, 
можно найти, приняв во внимание способ образо- 
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вания, те приращения, которые возникают от увеличе- 
ния ординаты у’ и во всех других образованных 
из у, р, р’ и т. д. величинах. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 

3. Найденные приращения этих’ величин можно 
будет рассматривать как их диференциалы, и если 
будет задана какая-нибудь образованная из них ве- 
личина, то соответствующее ее приращение, про- 
исшедшее от перенесения точки п в у, будет най- 
дено, если продиференцировать эту величину и затем 
написать вместо диференциалов отдельных величин 
те приращения, которые этим величинам приписаны. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
4. Пусть, например, имеется функция: УУИ1-+Р 
и требуется определить приращение, происходящее 
от перенесения точки п в у. Продиференцируем 
прежде всего эту функцию, тогда получится: 
! р] _уУрар. 
ау ут-Н ре = УТЕА` 
Напишем здесь вместо 4у’ и ар те приращения, 
которые соответствуют величинам у’ ир, а именно: 
лу и — т тогда приращение заданной функции 
будет равно: 


ит 


ах ИТ + 2. 
ДОПОЛНЕНИЕ 1" 


5. Таким образом посредством диференцирования 
любой функции легко может быть указано то при- 
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ращение, которое возникнет от приращения пу орди- 
наты у’; этого лишь с трудом и отнюдь не в общей 
форме можно достигнуть из рассмотрения чертежа. 


ПРИМЕЧАНИЕ | 

6. Следует хорошо заметить, что этот способ на- 
хождения приращения функций или величин, обра- 
зованных из х, у, р, дит. щ. и их частных значе- 
ний у’, у’, р, р’ и т. д., доступен только примени- 
тельно к определенным функциям, но никак не может 
быть распространен и на функции неопределенные. 
Ибо если будет задана неопределенная функция или 
неопределенная интегральная формула, не допускаю- 
щая интегрирования ни в алгебраической ни в транс- 
цендентной форме, то диференцированием мы ничего 
не достигнем для нахождения ее приращения. 

В дальнейшем, когда мы будем рассматривать 
такие формулы максимума или минимума 2 ах, В 
которых 2 представляет подобную неопределенную 
функцию, мы разберем приращения такого рода 
функций. Если же 2 есть определенная функция, то 
решения приведенной задачи достаточно, чтобы су- 
дить, как решаются и другие относящиеся сюда 
задачи. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ П. ЗАДАЧА 

7. Предполагая, что 2 есть определенная функ- 
ция, зависящая только от Хх и у, найти кривую 
(черт. 4) 42, для которой значение формулы ( д ах 
было бы наибольшим или наименьиим - 
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Решение 

Представим себе, что абсцисса АЙ, к которой дол- 
жен быть отнесен соответствующий максимум или 
минимум формулы | 2 ах, разделена на бесчислен- 
ное множество равных между собой элементов, каж- 
дый из которых обозначен через 4х. Если взять не- 
определенную абсциссу АМ = хи ординату Мт = у, 
то в формуле \ 24х элементу ММ будет соответ- 
ствовать (4х; согласно принятому способу обозна- 
чения, следующему элементу МО будет соответство- 
вать Д'4х, а последующим элементам ОР, РО ит. д.— 
значения Х”ах, Г" ах ит. д., предшествующим же 
элементам /.М, КЁ, {К будут соответствовать 5, ах, 
2,ах, Гиах ит. д. 

Поэтому, если а2 будет искомой кривой, то сумма 
выражений 


Рах— 2'ах- 2” ах-... 
ах 2, ах 2 ах... 


должна получить наиболынее или наименьшее зна- 
чение. Если теперь одна из ординат № = у’ увели- 
чится на частицу пу, то эта сумма должна сохра- 
нить то же самое зналение, и следовательно, должно 


исчезнуть диференциальное значение формулы 2 4х, 
т.е. диференциальное значение суммы выражений 


ах И ах + 7"ах+... 


ах 7, ах 2, ах-... 
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Таким образом придется исследовать диференциаль- 
ные значения отдельных членов, возникающие при 
перенесении точки ив у; их совокупность и будет 
диференциальным значением, соответствующим фор- 


муле |2 4х; это значение, будучи приравнено нулю, 


даст уравнение для разыскиваемой кривой. А так 
как 2 принимается за определенную функцию от х 
и у, то его диференциал 42 будет иметь форму 
М ах-- Мау, т. е. 


В соответствии с этим диференциалы значений 
7', 2" и т. д. будут иметь такой вид: 


47! = Мах -- Мау’, 42, —= М, ах -- М, 4у,, 
47” = М" ах -- № ау’ 42, = М, ах -- №, Чу, 


И Т. ДБ. И Т. Д. 


Но так как для нахождения диференциальных зна- 
чений членов Хах, 2'ах, 7”’ах и т. д., а также 
членов 4х, И, 4х и т. д. надо продиференциро- 
вать эти члены и затем в полученных диференциа- 
лах вместо у’ написать пу, а вместо остальных ди- 
ференциалов — нуль, то очевидно, что только один 
член 7'4х будет иметь диференциальное значение, 
отличное от нуля, так как только в его диферен- 
циал входит 4у’. Итак, если написать пу вместо 4у’, 
то диференциальное значение члена 2'4х будет 
равно №! &х.пу; это значение будет вместе с тем и 
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диференциальным значением всей формулы |2 ах, 
так как остальные члены кроме Ё'4х не претерпе- 
вают никакого изменения. Но вместо № мы можем 
подставить М, потому что № = №М- 4М, а 4М исче- 
зающе мало по сравнению с №. Итак, если 47 —= 
— Мах -- Мау, то кривая, для которой значение 
\2 4х должно быть наибольшим или наименьшим, 
определится уравнением М№4х-лу=0 или уравне- 
нием Л/=— 0. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 

8. Итак, если должна быть определена кривая, 

для которой значение | 2 Ах было бы наибольшим 

или наименьшим, причем 2 есть определенная функ- 

ция, зависящая только от х и у,. то надо пролифе- 

ренцировать величину 7. Получающийся диферен- 
циал ее будет иметь такую форму: 


42 —= Мах + Мау, 


откуда получится уравнение для разыскиваемой кри- 
вой, а именно №М=0. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 
9. Так как М№ есть определенная функция, завися- 
щая только от х и у, то в уравнение кривой № == 0 
не будет входить никакой постоянной величины, не 
содержащейся в формуле максимума или мини- 
мума \2 ах; поэтому найденная кривая будет един- 
ственной и вполне определенной. 
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ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
10. Следовательно, в вопросах, охватываемых этой 
задачей, кривая, удовлетворяющая требованию, опре- 
деляется из одной только формулы максимума или 
минимума, и нельзя будет задать сверх того какие- 
нибудь точки, через которые проходила бы разыски- 
ваемая кривая. 
ДОПОЛНЕНИЕ [1 
11. Если же Й будет функцией одного только х, 
не содержащей у, то \2 4х будет определенной 
функцией также одного только х, и поэтому ей бу- 
дут одинаково удовлетворять все кривые, соответ- 
ствующие одной и той же абсциссе. То же самое 
показывает и выкладка, так как в том случае, когда 
в 7 не входит у, № будет равно нулю тождественно, 
вследствие чего не получается никакого уравнения 
для разыскиваемой кривой. 


ДОПОЛНЕНИЕ И 

12. Можно сразу узнать, существует ли кривая 
линия, для которой формула \ 2ах достигала бы 
максимума или минимума: если диференцирование 2 
дает для № такое значение, что уравнение №М=0 не 
будет выражать никакой кривой, тогда и не суще- 
ствует никакой кривой, для которой заданная фор- 
мула \ 2 4х достигала бы максимума или минимума. 


ДОПОЛНЕНИЕ И 
13. Наконец, понятно, что это свойство макси- 
мума или минимума не ограничено одной только 
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какой-нибудь определенной абсциссой; если кривая 
для одной абсциссы сообщает максимум или мини- 
мум формуле | 24а х, то последняя будет иметь наи- 
большее или наименьшее значение также и для лю- 
бой другой абсциссы. 


ПРИМЕЧАНИЕ 1 

14. Итак, мы получили легкий метод определения 
среди всех кривых, соответствующих одной и той же 
абсциссе, той кривой, для которой формула \ 2ах 
приобретает наибольшее или наименьшее значение 
при условии, что 2 есть определенная функция, за- 
висящая только от х и у. Вместе с тем ясно также, 
что удовлетворяющая требованию кривая всегда бу- 
дет алгебраической, если только Х будет алгебраи- 
ческой функцией х и у. Найденная этим способом 
кривая будет обладать тем свойством, что для вся- 
кой другой кривой, отнесенной к той же абсциссе, 
значение формулы | 24х наверное будет или мень- 
шим, или большим, чем для найденной кривой, со- 
образно с тем, будет ли для найденной кривой фор- 
мула достигать максимума или минимума. 

При этом, хотя остается еще невыясненным, бу- 
дет ли для найденной кривой значение формулы \2ах 
наибольшим или наименьшим, суждение об ° этом 
легко будет вынести в каждом отдельном случае; 
в общей же форме ничего рещить нельзя. 

Однако можно утверждать, что если получается 
единственное уравнение, то может иметь место или 
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только максимум или только минимум, т. е., если 
найденная кривая дает максимум, то минимума не 
существует, а значение формулы \ 7 4х может бес- 
конечно убывать. Равным образом, если будет най- 
дена единственная кривая, для которой формула |2 ах 


будет достигать минимума, то значение | 2 4х мо- 
жет бесконечно возрастать. 

Если же решение не даст ни одной кривой, удо- 
влетворяющей требованию, то это будет признаком, 
что значение формулы | 2ах для. любой абсциссы 
может как бесконечно возрастать, так и бесконечно 
убывать. 


ПРИМЕЧАНИЕ П 

15. Посредством того же самого решения могут 
быть найдены также и те другие упомянутые выше 
кривые, обладающие свойством максимума или ми- 
нимума, к которым мы приходим через рассмотре- 
ние не исчезающих, а бесконечно больших диферен- 
циальных значений; этот род максимумов или мини- 
мумов весьма отличен ог рассмотренного. 

Мы найдем такие кривые, если положим диферен- 
циальное значение М4х.лу равным не нулю, а бес- 
конечности. 

Всякий раз, когда уравнение № = со дает какую- 
нибудь кривую, то для нее формула \ 24х точно 
так же получит наибольшее или наименьшее значе- 
ние. Это будет в том случае, когда М будет дробью, 
знаменатель которой, будучи приравнен нулю, даст 
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уравнение для какой-нибудь кривой линии. Таким’ 
образом возможно найти несколько кривых, удовле- 
творяющих требованию одной и той же задачи; из 
них одни будут содержать максимумы, другие — ми- 
нимумы. Может также случиться, что мы найдем 
больше чем две кривые, удовлетворяющие требова- 
нию задачи, хотя уравнений можно получить только 
два, а именно: 


—=0 и М№М=о®; 


так, если М будет произведением нескольких мно- 
жителей, то любой множитель, будучи приравнен 
или нулю или бесконечности, даст уравнение кри- 
вой, удовлетворяющей требованию; как известно, 
часто имеют место несколько максимумов и не- 
сколько минимумов. Все это будет яснее показано 
на следующих примерах, охватываемых рассмотрен- 
ной задачей. 


ПРИМЕР 1 
16. Найти кривую, которая среди всех вообще 
кривых, соответствующих одной и той же абециссе, 
сообщала бы наибольшее или наименьшее значе- 
ние | ХУа4х, где Х обозначает функцию одного 
только х и У— одного только у. 
В данном случае 2 == ХУ; поэтому 


АЙ, = тах - Хау’— мах -- Мау, 
где 
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Итак, для искомой кривой будем иметь: 


а так как У есть функция у, то полагаем 
ау == 9 ау, 


где 9 есть также функция у; после чего для разы- 
скиваемой кривой, если только есть такая, которая 
удовлетворяет требованию, получается уравнение 
Х@ —0 или уравнения: Х=0 и 9—0. 

Но так как из этих уравнений ни одно не дает кри- 
вой линии, то отсюда явствует, что поставленному 
требованию не удовлетворяет вообще ни одна кри- 
вая, а заданное выражение \ ХУа4х может беско- 


нечно как возрастать, так и убывать. 

Из уравнения 9—0, раз © есть функция у, сле- 
дует, что у равно постоянной, каковое уравнение 
дает прямую линию, параллельную абсциссе 420 и 
находящуюся на таком расстояний, чтобы функция У 
сделалась наибольшей или наименьшей. Действи- 
тельно, очевидно, что если величина У принимает 
наибольшее или наименьшее значение, то И фор- 
мула ( хуах также становится максимумом Или 
минимумом. Другое же уравнение Х==0, приводя к 
х —= с01$(, не дает даже прямой линии, удовлетворя- 
ющей требованию, так как оно выражает прямую 
линию, нормальную к абсциссе и соответствующую 
поэтому не любой данной абсциссе, а только одной 
ее точке. 
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ПРИМЕР П 


‚17. Найти кривую, которая среди всех кривых, 
соответствующих одной и той же абсциссе, со- 
общала бы наибольшее или наименьшее значение 


формуле \ (ах — у?) уах. 


Если сравнить эту формулу с общей, \ й ах, то 
окажется, что 
й = аху — уз, 
и поэтому 
47 = ауах - (ах — 3у?) ау, 
так что 
Мм=ау и М=ах—3у?; 
отсюда для разыскиваемой кривой будем иметь 
уравнение 
ах — Зу? =0 
или уравнение 


2—1 
У 3 ах, 


которое дает параболу, имеющую вершину в А, 


ось АЙ и параметр, равный за. Итак, для этой па- 


раболы значение формулы \ (ах — у?) у ах будет наи- 
у У] У у 


большим или наименьшим. А будет ли оно наиболь- 
шим или наименьшим, обнаружится, если мы под- 
ставим на место параболы какую-нибудь другую 
линию и исследуем, будет ли для нее значение за- 
данной формулы большим или меньшим, чем для 
параболы. Итак, возьмем прямую линию совпада- 
6 л. Эйлер. 
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ющую с самой осью, для которой будет у= 0. Для 
нее значение формулы \(а*— У?) уах будет равно 
нулю, для параболы же это значение будет положи- 
тельным, и следовательно, большим нуля; отсюда 
вытекает, что значение заданной формулы будет 


для параболы не наименьшим, а наибольшим. Мы 
можем и алгебраически указать, каково будет значение 


заданной формулы для параболы: так как у? = 3 ах, 


то заданная формула перейдет в 
2 1 __ 4 эл 
|2 ху т ах 4х — вах У ах. 


Если же мы возьмем другое уравнение, напри- 
мер у= ях, то заданная формула перейдет в вы- 
ражение 


| (пах? — п3хз) Ах п ахз — ив, 


которое всегда будет меньше, чем значение формулы, 
полученное для найденной параболы, - как. легко убе- 
дится каждый, подставляя вмесло х определенные 
значения. 


ПРИМЕР Ш 
18. Найти кривую, для которой среди всех во- 
обще кривых, отнесенных к одной и той же 
абсциссе, значение формулы 


| (1542деу — 1базху + ба?уз — 355) 4 


было бы наибольшим или наименьшим. 
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Здесь равно 
15а2х?у — 15а3ху -- ба?уз — Зув, 
и если произвести диференцирование, полагая Хх по- 
стоянным, то получим 
№ ау= 15а2х2 ду — 15.3х 4у | 15а?у? 4у —15у* ау; 


откуда 


№ — 15 (22? — а3х -- ау? — у). 
Это выражение, будучи приравнено нулю, даст 


уравнение разыскиваемой кривой, а именно 
а2х2 — аЗх + а?у? — 1—0, 
ИЛИ 
(ах — у?) (ах -- уз — а?) = 0. 
Так как тут имеется два множителя, то получаются 
две кривые, удовлетворяющие уравнению, из них 
одна будет выражаться уравнением 
у? ==ах, 
а другая — уравнением 
у? = а? — ах; 
обе они представляют параболы. 
Чтобы теперь судить, какая из них сообщает мак- 


симум и какая минимум, положим абсциссу беско- 
нечно малой, тогда первое уравнение 


у? =ах 
после подстановки в заданную формулу даст 


(— 1048 хУ’ах ах, 


6* 
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второе же 
= 4? — ах, 


или у=а, после подстановки даст 


\ 245 4х. 


®/ 


Если же у придать какое-нибудь другое значение, 
например у=0, то заданная формула переходит 
В 0-х =0. Отсюда явствует, что одна из найден- 


ных кривых, а именно 

2 = 0? — ах, 
сообщает максимум, а другая 

у —ах 


минимум, т. е. отрицательный максимум. Такое иссле- 
дование, имеющее целью выяснить, сообщает ли 
найденная кривая максимум или минимум, всегда бу- 
дет очень легко произвести, положив абсциссу х 
бесконечно малой; тогда не будет надобности в инте- 
грировании, а сама формула 2 4х покажет в этом 


случае значение формулы |2 ах. 


ПРИМЕР 1 


19. Среди всех кривых, соответствующих одной 
и той же абсциссе, определить ту, для которой 
значение фэрмулы 


| (Зах — Зал? — У?) (ах— — зу +) ах 


было бы наибольшим или наименьшим. 
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Из этой формулы получается следующее разверну- 
тое значение для Д: 


Е = 3а?^? — 4ах?у-- 2аху? - ху — у* — бах3 -|-- 
—- 4х3у — 2х3у? -|- Зл4; 
если его продиференцировать, положив х постоян- 


ным, И разделить затем на @у, то получится сле- 
дующее значение для №: 


№== — 4ах? | 4аху 1 4ху? — 4уз-|- 4х3 — 4х2у; 


это выражение, будучи приравнено нулю, даст урав- 
нение разыскиваемой кривой: 


УЗ — ху? 1 ху -- ах? — аху— х3=0, 
содержащее два множителя, которые дают столько 
же уравнений, а именно: 

1) у— х=0, уравнение прямой линии; 
П) у? —ах-- х? —=0, уравнение окружности. 
Положим х бесконечно малым; тогда из уравне- 
ния у=—= х получится для 2 значение 
й = За?х?, 
а из уравнения 
у? = ах — ^? 


у=Уах 


Я, = 4а?х?. 


ИЛИ 


получится 


Если же положить у==а, то получится й = — а*, 
откуда видно, что обе найденные ‘линии сообщают 
максимум. 
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ПРИМЕЧАНИЕ 


20. Можно решать эти задачи и посредством обык- 
новенного метода максимумов и минимумов. Дейст- 
вительно, когда разыскивается кривая, для которой 
значение | 2 ах было бы наибольшим или наимень- 
шим и притом для любой абсциссы, то очевидно, 
что если 1 есть определенная функция отхи У, то 
формула \ 2 4х может стать максимумом или мини- 
мумом лишь при условии, что таковым станет ее 
элемент Дах, и следовательно, само &. Поэтому 
можно будет удовлетворить поставленному требова- 
нию, если, положив х постоянным, ‚продиференци- 
ровать величину и приравнять ее диференциал 
нулю; при этом всегда 2 получит максимум или ми- 
нимум, а следовательно, его получат как 7 4х, так 
и сама формула \2 ах. Но если продиференцировать 
функцию &, положив х постоянным, то получится Мау, 
потому что мы положили при диференцировании 


42 —= Мах + Мау; . 


таким образом мы удовлетворим требованию, поло- 
жив /=0; а это то же самое решение, которое 
мы нашли излагаемым методом. 

Из предыдущего может показаться, что такие во- 
просы могут решаться тем же способом, что и 
в обыкновенном методе максимумов и минимумов, 
но это бывает лишь в том случае, когда 7 есть 
функция только х и у. Если же в входят, кроме 
того, величины, полученные из диференциалов р, 4, г 
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и т. д., то’ обыкновенный метод будет совершенно 
бесполезен. Действительно, если в этом случае про- 
диференцировать функцию 2, положив х постоян- 
ным, то в диференциал 4 войдут еще диферен- 
циалы @р, 44, 4г и т. д., а так как их отношение 
к Ду неизвестно, то нельзя будет отсюда вывести 
уравнение, пригодное для определения максимума 
или минимума. 

В этих случаях особенно проявятся польза и не. 
обходимость нашего метода. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш. ЗАДАЧА 
21. Предполагая, что 2 (черт. 4) есть определен- 
ная функция х, уи р, так что 
47 =Мах-+ М4у+ Рар, 
найти среди всех кривых, соответствующих одной 
и той же абсциссе, ту кривую, для котс рой \ 2 ах 
был бы наибольшим или наименьшим. 
Решение 


Пусть ат2 есть кривая, удовлетворяющая требо- 
ванию; представим себе, что какая-нибудь из орди- 
нат Мп = у" увеличивается на частицу пу. Тогда ди- 
ференциальное значение формулы \ 2 ах или вели- 
чины ей эквивалентной, а именно суммы членов 


бах ах + "ах итах+.. 
р. ах 2, ах 2, ах-... 
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должно будет быть равным нулю. Отсюда следует, 
что для нахождения диференциального значения всей 
величины, получающейся при перенесении точки п 
в у, надо сначала найти диференциальные значения 
отдельных членов, затронутых этим перенесением, и 
затем соединить их в одну сумму. Но от перенесе- 
ния точки й в у претерпевают изменение ‘только те 
члены, в которые входят величины у’, рир', т. е. 
только члены 2 4х и 2' 4х; действительно, Х кроме х 
зависит еще отуир, а 7’ есть функция у’ и р’. 
Поэтому нужно будет продиференцировать эти члены 
и написать в их диференциалах вместо 4у, ар и 
4р' указанные выше значения: 


ПУ ПУ 
п — и ——. 
Но, подобно тому как 


так и 42’ будет равно 
Мах Мау! Р'ар. 


Отсюда вытекает, что диференциальное значение 7 
будет 
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Таким образом диференциальное значение суммы 
обоих членов (4х и 2'4х, и следовательно, всей 


формулы |2 4х будет равно: 
пу(Р-- Мах—Р,. . 

Но так как Р’— Р—=аР, а вместо № можно на- 
писать Л, то диференциальное значение будет равно 
пу (Мах —аР). 

Приравнивая нулю диференциальное значение фор- 


мулы |2 4х, получим уравнение разыскиваемой кри- 


вой, а именно 
ИЛИ 


этим уравнением и выразится природа искомой кри- 
вой [4]. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 

22. Итак, если 7 есть функция от х, у, завися- 
щая либо от диференциалов 4х и 4у, либо от за- 
меняющей эти диференциалы величины р, при усло- 
вии 4у=рах, то диференциал 2 будет иметь та- 
кую форму: 

47 = Мах -- Мау- Рар. 

Чтобы найти теперь кривую, для которой | бах 
был бы наибольшим или наименьшим, надо’ соста- 
вить уравнение 
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ИЛИ 
* № ах = аР. 


ДОПОЛНЕНИЕ И 

23. Это уравнение всегда будет диференциальным 
уравнением второго порядка, за исключением лишь 
того случая, когда в Р совсем не входит р. Дейст- 
вительно, если р содержится в Р, то в @Р будет 


а 
входить 4р, а это, вследствие того, что р = ти ‚ дает 


диференциалы второго порядка. 
ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
24. Таким образом, если в диференци ле 
47 = Мах-- Мау-- Рар 


величина Р содержит в себе р, то уравнение разыс- 
киваемой кривой будет диференциальным уравнением 
второго порядка, и при интегрировании появятся две 
новые произвольные постоянные, 

Для определения этих постоянных можно будет 
Задать две точки кривой, так как иначе будет най- 
дена не одна, а бесчисленное множество кривых. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 

25. Итак, чтобы задачи этого рода. ставились 
с надлежащей определенностью, их нужно формули- 
ровать таким образом, чтобы требовалось провести 
через две заданные точки такую кривую, которая 
среди всех других кривых, проведенных через те же 
точки, сообщала бы для одной и той же абециссы 
наибольшее или наименьшее значение формуле ) 2 4х. 
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ДОПОЛНЕНИЕ У 

26. Величина р не будет входить в Р, если 2 бу- 

дет функцией только от х и у, умноженной на р 

или на л--р, где п обозначает постоянное число. 

Действительно, пусть У есть функция только от х 


и у, так что 
аУ = Мах-+ Мау 


В=У(®- р), 
тогда 


ай = (пр) Мах-+ (п + р) Мау-| Учр. 
Отсюда вытекает, что уравнение искомой кривой 
будет 


И 


ау 
("-РМ— =, 
или 


(вр) Мах =а!И= Мах- Мау. 


ДОПОЛНЕНИЕ И 
27. Отсюда следует, что в тех случаях, когда 


= У (п - р), 


где У есть функция только х и у, мы не получаем 
диференциального уравнения второго порядка, потому 
что @р в нем совсем не встречается. Но мы не полу- 
чаем даже и диференциального уравнения первого 
порядка, а приходим прямо к алгебраическому. Дей- 
ствительно, так как 


рах = ду, 
то будем иметь: 


(п-- р) Мах = пМах + Мау; 
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а это выражение, будучи приравнено Мах +- Мау, 
дает уравнение, делящееся на 4х, и следовательно, 
алгебраическое, а именно 


пмМ— М, 
если только У есть алгебраическая функция. 


ДОПОЛНЕНИЕ УП 
28. Всякий раз, когда это обстоятельство имеет 
место, формула максимума или минимума |2 ах бу- 


дет вида: 
(Ул ах + Уау,) 


®/ 


или, если положить ий = 0, вида: 


\ Уду. 


«/ 


Такие формулы максимума или минимума также при- 
волят к вполне определенному уравнению для иско- 
мой кривой, так что нельзя задать одну или не- 
сколько точек, через которые должна была бы пройти 
кривая. 


ДОПОЛНЕНИЕ УШ 


29. Итак, если принять У за функцию Хх и у, то 
с формулой максимума или минимума | У4у можно 


поступать так же, как и с формулой \ Уах. Дейст- 
вительно, если положить 
ау = Мах + Мау, 
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то подобно тому как формуле У 4х соответствует 
уравнение кривой №== 0, так второй формуле у ау 
со.тветствует уравнение М = 0. 


Отсюда ясно, что координаты х и у могут заме- 
нять друг друга. 


ПРЯМЕЧАНИЕ 1 


33. Мы видим, что решение таких задач, в которых 
разыскивается кривая, сообщающая наибольшее или 
наименьшее значение формуле | 2ах (где есть функ- 


ция Хх, у и р), приводит к диференциальному урав- 
нению второго порядка, за исключением лишь того 
случая, когда величина р входит в 2 только в пер- 
вой степени. Это диференциальное уравнение вто- 
рого порядка часто допускает интегрирование, что 
мы должны будем исследовать в каждом отдельном 
случае. Пока здесь полезно будет отметить, что 
интегрирование вообще удается в том случае, когда 
в функцию & совсем не входит х, т. е. если в ее 
диференциале: 


42 = Мах -- Мау-- Рар, 
значение /М исчезает, так что остается только 


Действительно, для искомой кривой найдено урав- 
нение: 
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умножим его на 4у; так как ду==рах, то оно пе- 
рейдет в такое: | 

№М4у— раР =0; 
последнему равносильно уравнение 

№ау -- Рар=Рар +1 раР= 42, 
интегралом которого является 
Е -- С = Рр, 


а это диференциальное уравнение уже только пер- 
вого порядка. Итак, всякий раз когда среди всех 
кривых, соответствующих одной и той же абсциссе, 
разыскивается та кривая, для которой значение фор- 
мулы | 24х оказывается наиболышим или наимень- 
шим, причем С есть функция только у и р, так что 


47 = Мау + Рар, 
— для кривой, удовлетворяющей требованию, тотчас 


же можно будет дать диференциальное уравнение 
первого порядка [51: 


+ С=Рр. 
Далее, если & будет функцией только хири 
47 =Мах- Рар, 
а член №Ау исчезнет, то для искомой кривой также 


получится диференциальное уравнение первого по- 
рядка. Действительно, вследствие того, что 


аР =0, ` 
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будет 
Р=С, 


а это даст для искомой кривой диференциальное 
уравнение только первого порядка: Если же сверх 
того исчезнет и М, а 2 будет функцией одного 
только р, так что 

47 = Рар, 


то найденное уравнение Р==С превратится в урав- 


нение 
`Рар=Сар= 47, 


которое после нового интегрирования дает 
+ Р=—‹Ср. 


Но в этом случае, так как 2 и Р представляют со- 
бой функции одного только р, оба уравнения 


Р=С 


+= Ср 


дадут для р постоянное значение, а тем самым — 
уравнение вида 4у = пах, которое показывает, что 
такого рода задачам удовлетворяют прямые линии и 
притом какие угодно, произвольно проведенные. 
ДеРствительно, С в ‘уравнении Р=С есть произ- 
вольная постоянная, и потому значение р получится 
не только постоянным, но произвольным; отсюда бу- 
дем иметь произвольную прямую линию. Поэтому, 
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если требуется провести через две данные точки кри- 
вую, для которой \ {4х был бы максимумом или 
минимумом, причем 2 есть функция одного только р, 
то требованию удовлетворит прямая линия, прове- 
денная через эти две точки. 


ПРИМЕЧАНИЕ П 


31. Мы уже видели выше, что в такого рода за- 
дачах координаты х и у могут заменять друг друга, 
и можно, если это представит удобство, рассматри- 
вать ординату у как абсциссу. Это уместно будет 
подтвердить и в настоящем случае. Пусть требуется 
найти кривую, для которой \ 2 4у был бы максиму- 
мом или минимумом, причем 2 есть функция х, у 


ир, и . 
ай = Мах- Мау- Рар. 
Эта формула \ 2 ау, будучи приведена к нашей обыч- 
ной форме, переходит в |2 р4х; здесь будет 
4 (2р) = Мрах -- Мрау + (2 -- Рр) ар; 
отсюда диференциальное значение, соответствующее 
заданной формуле, будет равно 
(Мрах— 47 — Рар— рар) № = 
— (— Мах — 2Рар— раР) т, 
и уравнение искомой кривой будет 
0 — — Мах — 2Рар— раР, 
или 
0 = — М4у— а (Рр?). 
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Если теперь, чтобы показать сходство — так как мы 
здесь рассматриваем у как абсциссу — положить 

ах =пау, 
то будет 


р=—— и ар =— =; =— р* ап; 


если далее положить 


П = — Рр, 
то будет 


47 = Мах-- № ау — Рр? ап = Мах -- Мау + Пат, 


так что сходство членов сохранится. Поэтому урав- 
нением кривой будет: 


0 — — Мау + аП; 


и это же самое уравнение получилось бы, если бы 
в формуле | 7 4у ордината у превратилась в абсциссу 
и, обратно, абсцисса в ординату. Следовательно, если 
задана какая-нибудь неопределенная формула, обра- 
зованная из х, у и их диференциалов, которая долж- 
на достигнуть максимума или минимума, то любую 
из координат хи у можно будет рассматривать как 
абсциссу и с ней сообразовать максимум или ми- 
нимум. 


ПРИМЕР 1 


32. Среди всех кривых, отнесенных к одной и 
той же абсциссе, определить ту, для которой 
был бы максимумом или минимумом 


Г 


((2ах-- [2] 45), 


7 Л. Эйлер. 
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где 2`и [2] представляют какие-нибудь функции х 

ци у, так что | 
ай = Мах -- Мау 


а [2 ]= [М] ах -- [№] ау. 

Чтобы привести формулу [| (2 ах [7] 4у) к при- 
нятой форме, вместо Фу подставим р4х; тогда будем 
иметь формулу: - 

| \(2- [2] р) ах 
которая должна достигнуть максимума или минимума. 


Продиференцируем выражение ЕЕ] ]р; его дифе- 
ренциал будет равен: 


+ Мах Мау-{ [М] рах + [М рау-| [2] ар. 


Отсюда, согласно найденному правилу, получится 
для искомой кривой уравнение: | 


0= (№-- [М р) 4х—4 [2] = 
= (М Мрах— М] ах — [М] 45, 


ра . 


которое, вследствие того, что 
[М рах = [№] ау, 


дает после разделения на Ах для искомой кривой 
алгебраическое или конечное уравнение: 


М— [М] =0, 


ИЛИ 


© М [М]: - 
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Отсюда понятно,. что если заданная формула 


(2 4х [2] 45) 
будет определенной или диференциал. 
ах - [7] ду 


будет составлен так, что он допускает интегрирова- 
ние, то требова‘ию не будет удовлетворять никакая 
линия; вернее все линии будут удовлетворять ему оди- 
наково. Действительно, если 0 ах + [7] 4у допускает 
интегрирование, то само собою будет 


№М— [М], 


как мы показали в другом месте для определенных 
диференциальных формул с двумя переменными; по- 
этому в таких случаях получается тождественное ра- 
венство 
==0. 

Отсюда с очевидностью явствует, что формула мак- 
симума или минимума, как мы уже отметили выше, 
должна быть формулой неопределенной; иначе тре- 
бованию будут удовлетворять одинаково все` кривые 
линии. 


ПРИМЕР П 


33. Среди всех кривых, отнесенных к одной и 
той же абсциссе, определить ту, длина которой 


была бы наименьшая, или для „которой ИТР 1+ р 4х 


был бы минимумом. 
7 * 
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Прежде всего ясно, что в этой задаче не сущест- 
вует максимума, так как длина линии может беско- 
нечно возрастать при одной и той же абсциссе. Та- 
ким образом будет иметь место только минимум, что 
известно и из элементарной геометрии, где доказы- 
вается, что прямая линия есть кратчайшая среди 
всех линий, соединяющих две определенные точки. 
Привести же этот пример мы сочли нужным как для 
того, чтобы показать согласие нашего метода с уже 
известной истиной, так и для того, чтобы сделать 
более ясной необходимость введения в задачи этого 
рода условия о двух произвольных точках. Если 
сравнить здесь формулу \и 1 р?ах с отщей фор- 
мулой |7 4х, то окажется 


2=У 1+ р? 
и 
47, — ар __ } 
ИТР 
откуда получается 
М=0, М=0и Р=—Р 
| И 2? 
Так как уравнением разыскиваемой линии является 
АР 
№М— :=0, 
то`в этом случае будем иметь: 
аР =0; 
поэтому 


Р=-_Р = соп$, 
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откуда получается 
р==с0п${==п или ау=пах, 
а это уравнение, после нового интегрирования, дает 


у=а-- ях. 
Итак, очевидно не только то, что искомая линия 
есть прямая, но также ясно и то, что вследствие на- 
личия двух произвольных постоянных а и п это 
есть прямая, проведенная как угодно. Поэтому, если 
требуется провести кратчайшую линию через две 
данные точки, то это будет прямая. Подобно этому 
легко понять, что если надо найти линию, для кото- 
рой был бы максимумом или минимумом | ДА4х, где 
7 функция одного только р, то требованию удовле- 
творяет только прямая линия, как мы уже отметили 
ранее. 
ПРИМЕР Ш 

34. Среди всех кривых, отнесенных к обнсй и 

той же абсциссе, определить ту, для которой 


УГЕ ах 
4 Ух 
был бы максимумом или минимумом. 

Эта формула получается в том случае, когда ра- 
зыскивается линия скорейшего ската в предположе- 
нии однородного тяготения, причем ось абсцисс на- 
правляется вертикально. Таким образом здесь 


«ИТ = УТ Рах | Ра 
Ух и 2хУх Ух (1- р?) 
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откуда 
м=—УТА Мои РР. 
2хУх ’ Уха +?) 
А так как искомая кривая выражается уравнением 
аР 
№М— п; =0, 
то будет ЧР=0, и 
1 
(===) == С01$ =——, 
Ух (Е р) Уз 
откуда | 
| . ау Г х 
р-р и р==У 
ИЛИ о 


Это уравнение показывает, что искомая кривая есть 
циклоида, образованная на горизонтальном базисе, 
имеющая острие в верхней части оси и притом мо- 
гущая быть проведенной через любые две данные 
точки (8. 
ПРИМЕР 1" 

35. Среди всех кривых, соответствующих одной 
ц той же абецисе, определить ту, для которой 
уИТ- ах был бы мачсимумом или мини- 


мумом. 
Для данной формулы будет 


2 =Уу 1 р? 
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И 
47 = пу" УТ Тау РР 
| ПТ 
так что 
М=0, _М= пут р и РЕ 
р 


Так как М =—=0, то для искомой кривой тотчас по- 
лучится уже однажды интегрированное ($ 30) урав- 


нение 
#--С==РРр, 


которое в нашем случае обращается в следующее: 


1 2 та? —= ИР. 
у" УТ+Р т УЕ 


сли теперь положить постоянную а—0, то полу- 
чится 1 -{- р? =р*, или р==оо, и требованию будет 
удовлетворять прямая линия, нормальная к оси. Во- 
обще же кривые, удовлетворяю‘цие требованию, будут 
найдены из уравнения: 


ут" 


ИЛИ 
‚угп — 1?а2п -- та?" р?; 
это дает; 
__ У у" — та?" ‘п — У уп — та? 
Р (=. т) = тт о — 
И 


_ тай ау _ 
Хх — — 
Уултват ‘узл ти? а2л 


эта линия может быть проведена через две данные 


1 
точки. Вели п—=— 5, так что максимумом или ми- 
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ТР д этом слу- 
нимумом должен стать уу х, ТО В ЭТО: у 


чае также должна получиться брахистохрона, отне- 
сенная к горизонтальной оси; для нее будет 


и это уравнение вполне совпадает с предылущим, 
если только заменить координаты х и у одну 
другой. Итак, кривой, удовлетворяющей требо- 
ванию, будет, как и раныше, циклоида, образс- 
ванная качением по горизозтальному базису и мо- 
гущая быть проведенной через любые две данные 
точки. 


ПРАМЕР У 


36. Среди всех кривых, соответствующих одной 
и той же абсциссе, определить ту, для которой 


У Чу3 б. 
—_—_—_ ыл бы максимумом или минимумом. 
| ах? -- ау? у У 


Эта формула, приведенная к обычной форме с по- 
мощью подстановки Яу= рах, переходит в сле- 


дующую: 
| урзах. 
1 р?’ 


она получается при разыскании такого круглого 
тела, образованного вращением кривой около оси, 
которое, двигаясь в жидкости по направлению оси, 
встречало бы наименьшее сопротивление; действи- 
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тельно, сопротивление в этом случае считается про- 
порциональным формуле 


| уу" 
ах? -- ау-’ 
ИЛИ 
узрзах 
— 
Следовательно 
. — урз 
ТЕ 2? 
" З--р)а 
__ ау у (30° -- р*) ар 
С о 
так что 
мМ=о, №М=. Ри РР) 


Р 
Г" (ГЕ ра) 


Так как /М=0, то одно интегрирование может быть 

произведено, и уравнением искомой кривой будет 
+ С=Рр, 

или 


УР — РУ (3-Е 22) 
гит — И, 


а это последнее переходит в такое уравнение. 
а (1-|- р)? = 2 рту. 


Это уравнение нельзя преобразовать так, чтобы можно 

было исключить р; поэтому будет уместно выразить 

обе координаты -х и у через одну и ту же перемен- 
ю р. 
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- Прежде всего имеем: 


а(1-+- 22). 
у— Эрл 
затем, так как 
Ау = рах, 
то 
ах = 
р 
и 


4у _ у [242 
Хх — — == — —-. 
|5 рт р? 


Если теперь подставить вместо у найденное его зна- 
чение, получится: 


а (1-- р) СР 
ха 2р* Ра) ОР 


(аа) 


на основании чего можно будет выполнить построение 
кривой, воспользовавшись помощью логарифмов !'). 
ПРИМЕР У 
37. Найти кривую, для которой формула 


ХИТ ах 


была бы максимумом или минимумом. 
Здесь 
= уху 1-Г р 


а 
42 =УУТ- тах ху1 РЯ 
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Поэтому будем иметь: 


М=уУи1- р, . М=хуТ- р? 


и 
— _ УХР__ ® 
У1- 2? 
отсюда для искомой кривой получится уравнение 
№4х —=аР, 


принимающее следующую форму: 


ХИТ р? ах = РА РУРУ | ухар 


1 9? 3 
И. 
ИЛИ 
—_ — ухар 
хах =, 
так как 
Ду = рах. 


Это — диференциальное уравнение второго порядка, и 
хотя при помощи соответствующих подстановок оно 
может быть приведено к форме простого диферен- 
циального уравнения, так как переменные х и у 
повсюду составляют одну и ту же сумму измерений, 
однако, это последнее диференциальное уравнение 
не допускает ни интегрирования, ни разделения _ ле- 
ременных; оно может быть приведено к уравнению 
такой формы: 

аи 99 __ (1 -Н и} а9 

из ' 93 — из " 
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Раз это так, и найденное уравнение 


ух ар 

1-7 

не может быть приведено к более простой или удоб- 
ной форме, то и о природе найденной кривой су- 
дить совершенно невозможно. Тем не менее это 
уравнение заключает в себе неявным образом две 
произвольные постоянные, так что кривая, удовле- 
творяющая требованию, может быть проведена через 
две заданные точки. 


хах — у4у—= 


ПРИМЕР УП 


38. Найти кривую, для которой 


ее у 1 р ах 


был бы максимумом или минимумм. 
Так как здесь 


25 (х? "ИТ р, 
то 
42 = п (х? -|- у)" 1 (хах Руд) УТ- 
ТУР рар 


| У 
следовательно, 
М 27 (х? уз)" тут - р", 
И 
(Ур 


ИР? 
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отсюда для искомой кривой будем иметь уравнение: 


отт ах а 


УТЕА 
—_ 21 (2 зи р(хах у ЧУ (хуи ар 
—- 3 9 
| Фе" (Е-{ р?)? 


которое, после разделения на (х? -- у?)"-1 и умно- 
жения на У/1--р?, перейдет в следующее: 
— (2 -- Уз) ар 
2пуах=2пхау -- Е > 


ИЛИ 
21 (уах — хау) _ ар 


О 


Обе части эгого уравнения интегрируются через 
квадратуру круга, и получается интеграл: 


91 ага >, — — агсе р —- атс Е —= атс - г и 
откуда 
Хх, ! ЕР 
г. = 5.21, = Т, 


где ТГ есть алгебраическая функция р, если только 
2п есть рациональное число. Так как 


Или 


то 
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х аГ= Тах — рТ? ах, 


Тар Тар 


р . 
ТЫ ТТ 


отсюда получается 
| , Та 
1 АР, 

—я— 1 — рт 
что вполне достаточно для построения кривой. Но 
чтобы лучше понять природу кривых, нолучающихся 
для определенных значений показателя м, рассмотрим 
несколько случаев. — 


_(Т) Пусть = или 21==1; тогда 


‚ аг{е = агс{о АР 
У 1 — 


Кр’ 
откуда- 
х Е--р ках ау 
у Тр ах — Вау’ 
ИЛИ 


х4у — Ех 4у—= Вуах 1 удау, 
после интегрирования окажется: 


У = ху | С, 
что представляет собой уравнение равнобочной ги- 
перболы. 
(П) Пусть и =1 или 2п=2; тогда 


ВТР 


2 а, — = атс фр’ 
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ИЛИ 
ЕР 


—= агсй р’ 


у 
ас я 


откуда получается: 


2ху __ Ках-Н ау 
уз— 2  ах—Еау’ 


ИЛИ 


2ху4х — 2Ёху4у = Ку’ 4х — Ех* ах -- у 4у— х? ау, 


что после интегрирования дает: 


1 1 
ух == Кузх — 3 № + У С, 
ИЛИ 
—-- уз ЗЁу2х — Зух? — х3=С. 
(Ш) Пусть п —= 3 или 9п = 3; тогда 


2 
х __ Зуах — м? ках -- ау. 
Загс = атс ва АВ д; ау 


отсюда = 
Зузх 4х — Зву?х 4у — зах -|- Ех ау = 
- == Буз ах | уз4у — ЗКулх? 4х — Зух? ау, 
что после интегрирования дает: 
2 ух — Кузх — т хх вуз — = С, 


или 
у4-- 4Вузх — бу2х2 — 4Кухз -- *=С. 
Уже из этих случаев можно будет вывести уравне- 
ние интегральной кривой для Любого’ значения 7. 
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Так как 
х 
2п аг${ю — = 
5 
пут х — 21 27—10 1—2) узп-зхЗ--... 
= — т 161—293) —— 
р ил ТО зи -ала-. 
уз"— Г5 1-22. 1.5.3.4 п-4х4—... 
. фи —_ —^ 27 
Риев —кити оу 
О-ЕхУ- И ИОП У-! 
то 
вах -- ау _ (хи Г" — (уху) 


аква (УфхУЕТРУЕЬ-+ИЕИИИЕТ 
что после преобразований дает: 
вах (ухи у —т+ вах(у—хиИ—П”у 14+ 
НА ау (ухи — 1)" — Вау(у—хиИ—1)" —= 
==4у(у-- хи — ПИ —Й1 + 4у(у—хиИ-П"И —1— 
— ах (ухи — 1 {4х (у фхи—1и; 
интеграл этого уравнения будет следующий: 
Е(У--хИ — Т)и+1 — #(у—хИ — 1) +1 —= 
ОИ 


7 (Уи — 1+1 + С, 


Скит (вит + 
+о—хиИ—Пин (1 —#И—1). 


ИЛИ 
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Но, с другой стороны, 
(у х И— 1)2”+: -|- (у — И— 1+1 — 


21-1 х 
—2 (2 --^?) 2 с0$2п атс -- 


У-1 — 
21-1 х 
—2 (уз х?) 2 5п2пагсю у. 


По подстановке этих значений получится следую- 
щее уравнение интегральной кривой, свободное от 
мнимых выражений: 


2п--1 Хх 
28 (у? х2) 2 зп 2и агсв -› = 
21-1 х 
—2 (у2-Р х2) 2 0$ 2пагс у —-С. 


Вследствие произвольности постоянных Е и С бу- 


дем иметь: 
2п --1 
С== (уз х?) 2 (зип 2п атс *-- И соз2и атс 7; 


а это уравнение будет всегда алгебраическое, лишь 
бы только п было рациональным числом. Если поло- 
жить какую-нибудь произвольную дугу окружности 
равной 2, то искомая кривая может быть выражена 
таким уравнением: 

21-1 


—— 


С —=(у?--х?) 2? зп (= 2п ас =), 


8 л. Эйлер. 
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причем здесь радиус введенной окружности принят 
за единицу. 


ПРИМЕЧАНИЕ Ш 


959. Итак, если среди всех кривых, соответствую- 
щих одной и той же абсциссе, должна быть найдена 
та, для которой [4х был бы максимумом или ми- 
нимумом, причем 7 есль функция х, у и р, так что 


`4й= Мах-- Мау-- Рар, 


то для искомой кривой будем иметь уравнение 


М— ЧР — 0. 
ах 
Но мы отметили в предыдущей задаче, что если 2 
будет функцией только х и у, то решение может 
быть выполнено обычным методом; действительно, 
для того чтобы | а4х был максимумом или миниму- 
мом, таковым должно быть и 2 Ах, а следовательно, 
и 2 по отношению к х;а поэтому его диференциал 
47, будучи приравнен нулю, при х, принятом за 
постоянную, даст уравнение искомой кривой. Подоб- 
ный метод привел бы к цели и в настоящей задаче, 
если бы только в диференциале Й, получающемся 
при х, принятом за псстоянную и равном Мау-- 
—- Рар, было известно отношение межлу диферен- 
циалами 4у и ар, так как тогда можно было бы раз- 
делить 4Х на 4у и получить конечную величину, 
которую затем следует приравнять нулю. Но так как 
это отношение между Ду и ар, без которого непри- 
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меним обычный метод максимумов и минимумов, 
определить а рпой пока невозможно, то мы сможем 
указать его а рофейой: так как для искомой кривой 


найдено уравнение 
АР 


№ — т; =0, 


то понятно, что оно могло бы произойти из урав- 


нения 
№Мау-- Рар=0 


ИЛИ 
№ +7: СИР = — 
если бы имелось равенство 
__ ЧР _Рар 
ах ау 
ИЛИ 
0—4 Р-- РР , 
так как 
ду —= рах. 


Поэтому упомянутое соотношение между диферен- 
циалами Ду и Ар должно быть таковым, чтобы имело 
место уравнение: 

раР-- Рар=0, 


а это свойство сводится к тому, что Рр должно рас- 
сматриваться как постоянное. | 
Отсюда следует, что для решения задач, в кото- 
рых разыскивается кривая, сообщающая наибольшее 
или наименьшее значение формуле [| Сах, причем 


ар = Мах-- Мау-- Рар, 
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надо продиференцировать выражение { и в дифе- 
ренциале М 4х —- Мау {+ Рар вместо Мах подста- 
вить нуль, М Ау оставить без изменения, вместо Рар 
написать —рАР и то, что получится, приравнять 
нулю. Таким образом получим: 


а это уравнение, вследствие того, что ду==рах, 
переходит в 


т. е. в то самое уравнение, которое мы нашли. 
Итак, необходим еще метод, свободный от геометри- 
ческих приемов рещения, который показал бы, что 
в таком способе разысканий максимума или мини- 
мума надо вместо Рар писать —раР. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ГУ. ЗАДАЧА 


40. ГГредполагая, что 2, есть функция х, у, рид, 
так что 


ар =Мах-- Мау-- Рар-+ 944, 
найти среди всех кривых, соответствующих одной 
и той же абсциссе, ту, для которой \2 4х был бы 
максимумом или минимумом. | 
Решение 
Значение интегральной формулы [{74х разверты- 
вается в такие два ряда: 


рах- Гах- "ах 2тах+.., 


ОБ АБСОЛЮТНОМ МЕТОДЕ МАКСИМУМОВ И МИНИМУМОВ 117 


И 
Г, ах 7, ах-- 2 ах-+.. 


совокупность которых станет максимумом или мини- 
мумом, если собрать и приравнять нулю те дифе- 
ренциальные значения отдельных членов, которые 
возникают при увеличении ординаты у’ на частицу 
пу. При таком приращении ординаты у' претерпевают 
изменения буквы у’; р, р; а, 4, @'; и следова- 
тельно, изменятся только те члены, в которые вхо- 
дят эти буквы, т.е. члены 7, 4х, Дахи 2'ах. Чтобы 
найти те приращения этих членов, которые возникли 
от перенесения точки п в у, продиференцируем их, 
вследствие чего будем иметь: 


а(7' ах) =ах (Мах + Мау -- Рар + 949), 
а (7 ах) =ах (М 4х Мау-- Рар-| 9а4)}, 
а (7, ах) = ах (М, ах - М, ау {+ Р, ар, -| 0,49). 


Но так как абсцисса х этим перенесением не за- 
трагивается, надо повсюду положить 4х ==0; значе- 
ния же остальных диференциалов, возникшие от пе- 
ренесения точки п ву, будут иметь согласно первому 
предложению этой главы следующий вид: 


ду —-Н | Ч =— д, | 49 —=-Н ая 
ПУ 2 пу 
пу' 


Ду, = 0 ар, = 94, == 5 ет 
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Если подставить эти значения диференциалов, вы- 
раженные через пу, то получится следующее дифе- 
ренциальное значение: 


р’ Р 
пу. 4х (м + Е ры — а ан) = 


=т-ах(М—“, -- Ча } = 


— пу. ах м4 99) 


Я? 


так как 420, = 4?9. Поэтому для искомой кривой 
получится следующее уравнение: 


Ч. Т.-Н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


41. Следовательно, если в формулу максимума или 
минимума [7 4х будут входить и диференциалы вто- 
рого порядка или, что то же самое, если 2 будет 
функция х, у, ри 4, так что будет 


42 =Мах - Мау Рар-- 944, 


то уравнением искомой кривой будет 


4) | 
№ — ЕН аа = —0; 


его легко образовать из диференциала 7. 


ДОПОЛНЕНИЕ И 


42. Если величина О сама заключает в себе д или 
диференциал диференциала у, то 420 будет содержать 


ОБ АБСОЛЮТНОМ МЕТОДЕ МАКСИМУМОВ И МИНИМУМОВ 119 


ди реренциалы четвертого порядка и такого же по- 
рядка будет найденное для кривой уравнение. По- 
этому кривую, удовлетворяющую требэванию, можнэ 
будет провести через четыре заданные точки, 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш - 

48. Следовательно, если в @ содержится 4, то для 
определенности задачи она должна ставиться так, 
чтобы отысканию подлежала кривая, для которой 
{| Гах был бы максимумом или минимумом среди всех 
кривых, проведе:ных через четыре заданные точки. 


ПРИМЕЧАНИЕ 1 

44. Предположим, что в © не содержится 4, и 
исследуем, какого порядка будет получающееся ди- 
ференциальноз уравнение. Этот случай имеет место 
тогда, когда заданная формула максимума или мини- 
мума будет вида [74 4х, причем 7 функция только 
х, у ир, так что 

42 = Мах-—- М4у-- Рар. 
Отсюда будем иметь: 
4 (24) = Мдах + М№ау-- Раар-- 244, 
а из этого выражения для искомой кривой получится 
такое уравнение: 
__ Р 49 + ваР 
че 


аМ ах + аМау-- МФу-+ Рар т аРар 
и, 


Ома РМ, 


ИЛИ 
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ИЛИ 


0—=2М№Мар Рам рам, 


что равносильно диференциальному уравнению вто- 
рого порядка, так как сюда входит 


ар = ее 
Итак, если требуется найти кривую, для которой 
\ 29 4х был бы максимумом или минимумом, причем 
2 есть функция х, уири 
42 =Мах-- Мау- Рар, 
то для искомой кривой будем иметь уравнение: 


0—=аМ-- 2Мар- рам. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1" 
45. Возвращаясь к пвденному уравнению 


42) _ 
Е 4х* _ 0, 
МЫ ВИДИМ, ЧТО Оно вообще легко интегрируется 


в том случае, когда №=0, т. е. когда в & не со- 
держится у; действительно, интегрирование даст 


С-В“ —0. 


Если, кроме того, Р==0, то удается и второе 
интегрирование, после которого получается: 


СХ р— 09 =0, 
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ДОПОЛНЕНИЕ У 
46. Равным образом, если М ==0, то удается во- 
обще одно интегрирование. Действительно, 


Умножим уравнение 
40 
м 


на Ду или рах, тогда получим: 


мау — рар-- РЯ 0. 
Прибавим 


47 — Мау — Рар-— 944=0, 
получится 


42 —раР — Рар и 


интегралом этого уравнения будет 
2— РР риа — 904=<С 


ДОПОЛНЕНИЕ И! 
47. Если и М=0и М№-==0, то, во-первых, вслед- 
ствие того, что М==0, будет, как выше, 


С—-Р4+ =. 
Далее 
47 = Рар-- 9 49; 
умножив предыдущее уравнение на @р или а44х, 


получим: 
Сар Рар--949=0; 
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прибавим 
Рар-- 941 — 42 =0, 


тогда получится 


интегралом этого уравнения будет 


ПРАМЕЧАНИЕ П 


48. Если мы примем во внимание связь между 
найденным уравнением исколой кривой, для которой 
{| 2ах достигает максимума или минимума, и дифе- 
ренциалом 2, то можно будет определить такое со- 
отношение между диференциалами (у, 4р и 44, что 
диференциал (, будучи приравнен нулю, даст урав- 
нение искомой кривой. 

Действительно, 

47 = Мах-- Мау-- Рар-- 044; 
сравним с этим диференциалом уравнение кривой 
АР | а? 
М — . 4 29 —х., 
ах ‘ ам 
или, лучше, то же уравнение, умноженное на Ду = 
— рах, т. е. 


—_ 240 |. 
№а4у — раР- Е =0; 
отсюда становится очевидно, что в диферечциале 7 


вместо М 4х нато писать нуль, а член А№Ау оставить 
без изменения; далее вместо Рар следует написать 
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ро 

ах 
тех пор пока это не станет ясным а рйой, предпо- 
чтительно будет сохранить форму найденного уравне- 
ния, как удобную для удержания в памяти. Следует 
отметить, что относящиеся сюда задачи совершенно 
новы и до сих пор не разрабатывались теми, кто 
вообще писал об этом предмете: обычно авторы не 
рассматривали иных формул максимума или мини- 
мума, кроме тех, в которые входили диференциалы 
координат самое боль'иее первого порядка. Тем 
больший интерес представляет подробнее исследо- 
вать природу таких задач и прежде всего показать, 
как удовлетворяющие требованию кривые допускают 
для своего определения выбор четырех точек, через 
которые они бы проходили. Для этой цели мы сочли 
‘полезным приложить нижеследующие примеры и по 
поводу отдельных дать указания, которые могут спо- 
собствовать достижению большей ясности. 


— раР, а вместо О 44 подставить . Впрочем до 


ПРИМЕР 1 


у" Фу 
хт ау 


49. Найти кривую, для которой | был бы 


максимумом или минимумом. 
Эта формула максимума или минимума посредством 
подстановок 
ду==рах и 4у==даалх? 


упд ах 
хтр 


обращается в такую: 
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а эта, будучи подобна рассмотренной в & 44 фор- 
муле |7 4х, где по нашему предположению в Й зз- 
ключалось только х, у и р, даст в результате срав- 
нения: я 

тр 


Чааннияанииинииинних» —— чааавиииь 


47 = — ПУнах | пут - Чу уп ар 
— хтр хтр? ’ 


откуда будет 


и следовательно, 


А так как для искомой кривой быто найдено 


уравнение. 
0—амМ-- 2мМар-- рам = 


—=«М-- Мар-- 4 (№), 


то для нашего случая будем иметь уравнение: 


0 т (т- 1) тах — тпуп—ау 
= — и -- 
хт +2 хт+1р 
тупАар , п(п— 1) уп-2ау — тлпуп-ах 
бр Тото отно, 
т+? 02 


т ‚ превращается 


которое, булучи умножено на “ 

в такое: 

0 = т (т -- 1] уду— тлхрау-- тхуар-Ё пх?рар -- 
+ п (п — 1) хр? ау 


— тпхра 
г тпхр Чу, 
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ИЛИ 


0 — 2 (т + 1) у?4у —2тпхур ау -- п (п —1) хр? ау -- 
-- пху? ар-- пх?ур ар; 
а это диференциальное уравнение второго порядка 
после подстановки 
[ ах 


у=е 
приведется к следующему уравнению первого по- 
рядка: 
т (т-- 1) эах | тх 40 — т(21 — 1) хо" ах-- 
-- вхо 49 -- ь2х2 3 4х ==0. 
Если теперь мы положим #==0, так что макси- 
мума или минимума должен будет достигнуть 


г уп 02 
бо, то будем иметь уравнение: 


(п— 1) рау-- уар=0, 


которое по интегрировании даст 


у"-1р — С, 
ИЛИ 
у"-14у= Сах; 


а это уравнение по новом интегрировании дает 
у"—= Сх-- 0. 


Если же мы положим п ==0, так что максимума 
или минимума должна будет достигнуть формула 


а2у 
| та то будет 
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или , 
(т + Прах-- хар=0; 
интегралом этого выражения будет уравнение 
хт+1р — С 
или уравнение 
ду = Сх-"-тах, 


которое по новом интегрировании дает 


При’этом ясно, что у найденных кривых заданная 
формула достигает максимума, а не минимума, так 
как если взять прямую линию, то вследствие того, 
что 42у==0, будет очевидно, что значение заданной 
формулы оказывается для прямой линии менышим, 
чем для найденных кривых. 


ПРИМЕЧАНИЕ Ш 


50. Здесь можно указать причину того, что те 
вопросы, в которых максимума или минимума дол- 
жен достигнуть [| 24 4х, приводят только к диферен- 
циальным уравнениям второго порядка и потому 
должны быть причислены скорее к вопросам преды- 
дущей задачи, когда 2 будет функцией х, у и р: 
посредством приведения интегралов формула [ 244х 


ах 
где Уи У являются функциями одних только х, у 
и р, уже не содержащими 4. Так как У величина 


Х 2 
ИЛИ бе может быть приведена к виду У | Уах, 
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абсолютная и не имеющая потому отнощения к ра- 
зысканию максимума или минимума, то формула 
| 2а4х станет наибольшей или наименьшей, есги та- 
ковой сделается [У 4х; так что формулы вида | 244х 
могут быть сведены к условиям предыдущей задачи. 
Поэтому не удивительно, что для кривых, удовлетво- 
Ряющих требованию, получается только диференци- 
альное уравнение второго порядка. `Чтобы сделать 
более понятным упомянутое приведение формулы 
Г 2а4х или [Гарк 7-- | Уах, положим, что У 
является функцией х, уири 


аУ—=рах-- сау - тар —= (о -- ор) 4х + тар. 


Из равенства 


\Рар=у-- \ Уах 


*./ 


следует, что 
Гар = (р | ор) ах | тар - Уах, 


откуда можно заключить, что т = и У=—= — р— бр. 
Поэтому самое приведение будет выполняться следую- 
щим образом: интегрируем формулу Й@4р, полагая 
х и у постоянными; интеграл будет функцией х, у 
и р, каковую обозначим через У. Затем продифе- 
ренцируем эту функцию У, полагая р постоянным; 
тогда получится диференциал, который, будучи от- 
‘рицательным, даст И 4х, причем ИУ будет функцией 
х, уир, не содержащей 4. Таким образом всякий 
раз, когда должна стать максимумом или минимумом 
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формула вида [ 74ах, где С есть функция Хх, уир, 
вопр-с, хотя по виду относится к настоящей задаче, 
тотчас же сводится к предыдущей. Так, если мы 


уп 4?у 
У 


у" ар 
возьмем формулу | —и^ или о, то она легко 


преобразуется в 


7 


ур — п \1ру" 1 ау, 


*/ 


так что максимума или минимума должна будет до- 
стигнуть формула 


\ру’-1ау 


.. 


ИЛИ 
\1ру"-?р 4х, 


которая, будучи трактована согласно предыдущей за- 
даче, даст: 


= у" рр, 
и 
АР = (п — 1) у" ?ррау-- у" 1 (1 -- 1Р) ар. 
Здесь будет: 
М=0, М= (п — 1) у"? рр 
и 


Р= "1 (1-5 11); 


но при М = 0 выше, в $ 30, было найдено для искомой 
кривой уравнение 


Е-+С= р, 
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которое, применительно к нашему случаю, дает урав- 
нение 
ур С = упр у тр, 
ур ==С; 

но это — то же самое уравнение, которое мы ранее 
нашли для того же случая в решении примера. По- 
этому перейдем к примерам, относящимся собственно 
к настоящей задаче. 


ИЛИ 


ПРИМЕР ИП 
51. Найти кривую Ат (черт. 5), которая со 
своей эволютой АК и т 


радиусом соприкасаю- 
щегося круга тю, 
проведенным в любую 
точку, заключала бы 
наименьшую площадь 
АЮт. 

Если положить абс- 
циссу АМ=хи о9р- 
динату Мт=—=у, то 
радиус соприкасающе- 
гося круга тА будет Черт. 5 


3 
2 


2 
равен — (229%, площадь же ААЮт равна: 


фу тк-ахУТ-Е р; 


так что минимума должна достигнуть формула 
|< -- 22} ах 
а 


9 л. Эйле>. 
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Таким образом 


РЕ: 
9 
И 
ара Ее ЧРИ, 


откуда следует, что 


М—0 М№—=0, Р-Р 


О 
{9 = — 2 


А так как М=0 и М№М==0, то, согласно дополне- 
нию УГ, уравнением искомой кривой будет 


= Ср- 44, 
‹1 РРР + Ср __ (1 —’ 


ИЛИ 


2 (1-- р?) = Ба-- Ср. 
Далее, так как 


ар = а 4х, 
ИЛИ 
__@р 
Ч ах , 
ТО 
(р- Ср ар 
Ва — рае 


интегралом чего является выражение 


_ ар 
х= ря? [ея ТЕТ? гр С. 
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Изменив по нашему усмотрению постоянные, най- 
дем, что 


а 2 
ТАНИР - фагов р. 


Затем, так как 
ду == рах, 
будем иметь: 


у=} рах=рх— \ хар, 
вследствие чего 


ар + 6р? -{ срз 


У Та т бра р— 
а ор - ср?)а 
м: ОИ Е —6 | драсир= 
еее | Фе 
—_ Т-- р? 1 - р? ) 


ибо 


— —_ раР 
р | расы р = брата р р | т 


Отсюда следует, что 


ар -- 6р? | срз 
а —- (с — а) асю р — ср= 


— Ь 
РР сд) мавр. 


Посредством этих значений х и у, выраженных че- 
рез р, искомая кривая может быть построена и про- 
ведена через четыре заданные точки. Но для того 
9 
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чтобы узнать, какова сама эта кривая, исключим 
агсо р; тогда будем иметь: 


— = 7? 
то Що 
РУ 1 {+ р: 
} о 
у РРР 
—с-а Т- 22 } 
и отсюда 
(с — а) х— бу= 
— ебет 
—_ 1 4 2? ’. 


Но так как кривая не меняется, если координаты 
увеличатся или уменьшатся на постоянную величину, 
то будем иметь: 
68 — (с — а}? -- 26 (с —ар. 
1+ р? 

подставив здесь а на место с — а, найдем, что 
92 — а? -|- 2абр 

1+ ‘ 


(С— и) х— Ву = 


ах — бу — 


Если теперь вычесть постоянную 62, то получится 
— а? + 2аёр— 62? 


ах — бу = Ея 
ИЛИ 
— рр— а 
У — ах = ——. 
7 ИГ 2 


Положим дугу кривой равною 10; тогда 


4 —=ах| 1 - Р?, 
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вследствие чего получится уравнение 
р 4у— аах 
4% = рау-таах ; 
Узу — ах 


откуда вытекает, что 


и —2 у ру— ах. 


Но ру— ах выражает кратное абсциссы, взятой на 
какой-нибудь другой неподвижной оси, и ему ока- 
зывается пропорциональным квадрат соответствую- 
щей дуги. Отсюда понятно, что кривая, удовлетво- 
ряющая требованию, будет циклоида, определяемая 
четырьмя заданными точками и заключающая вместе 
со своей эволютой наименьшую площадь среди всех 
кривых, проведенных через те же четыре точки. Это 
заключение потому оказалось несколько трудным, 
что циклоида удовлетворяет требованию при любой 
прямой, взятой за ось, а уравнение для любой оси 
получается довольно сложным, Но если бы мы по- 
ложили либо а, либо 6 равным нулю, чем не была 
бы ограничена общность решения, то тотчас же по- 
лучилось бы уравнение циклоиды, 
ПРИМЕР Ш 

92. Найти кривую, для которой был бы макси- 
мумом или нинимуном \ р" 4, где р обозначает 
радиус соприкасающегося круга, а А\ — элемент 
дуги кривой. 

Согласно введенным ранее обозначениям: 


д =аху 1-Е р?, 
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3 
(22. 

Р— 9 
следовательно, формула максимума или минимума 
будет 


3-1 
(1-29 2 ах. 
4" | 
отсюда 
зп 1 
И ы 
м 
И 
3—1 зв 1 
ах — 8" + А #9) 2 рар_ п 2 249 
— ап дп+1 у 


Таким образом 


31 —1 
М=0. М№М—=о0 р— + 1а2) ^ р 
О МО, 
И 
т! 
о— =") 2 


.ап+1 
Но если М=о0и №==0, то, согласно 8 47, будет 
В =Ср-- В - 9}, 


и поэтому 
ст Зи--1 

1-22) “ (1-2 р?) 2? 
а и, 
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ИЛИ 
СВАИ 
(п 1) (1-22) 2? = (СР Б)ч" 
отсюда 
зп! 
+2) " 4 


ИС-Бр 4х’ 


и следовательно, 


и СТ Бр 
О т 
Ро 04 ° 


" / СО 
О 
(1-Е * 


Здесь естественно можно предположить, что уравне- 
ние будет проще, если взять другую ось. Поэтому 
представим себе другую ось, на которой абсцисса 
будет равна #, а ордината равна 9; пусть 


49 —=5 АЕ; 
и положим: 

х аё-- 30 - 

1 
И 
ВЕ — 
У т 

где 
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тогда будет: 


А, у — ВЕ а3 а. 
и , = , 
ау _  _В— 95 __ (1-8) 
ак ЕР =; ПТР =, 
____ {2 4$ 
ЧР — ив 
Далее 
«ср 5 @С— «В 
Ср а 


и 
31-1 3-1 


Зп 1 п 2п 
1“ (1 $?) 
(Е 9) м =. 


(«-р 5) " 
Положив ВС =@ и заменив постоянную, после 


подстановки будем иметь: 
а Вау _ а(а-- В5) 4$ 


ах —= 


* зп -1 ° 
РЯ 
Далее 
__ В 4 — а4о __@а(В — а$) @5 
ду—=———— = о ЗЕ!', 
+5) 2” 
и в соответствии с этим 
а 4$ 
Е — 
(5) ” 
и 
а$ 4$ 
49 = зп-+-1* 


(58) 2" 
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Так как мы можем обозначить эти координаты на- 
равне с прежними через х и у, то будем иметь: 


а р арар 
$=р, Чх== "1 И @У— Зи! 
(2 2” (1-2) 2” 


что получается из предыдущего, если там положить 
р =—0. Отсюда очевидно, что общность прежнего 
решения, в котороз входило С- Ор, нисколько не 
ограничивается, хотя мы и полагаем Р==0: полу- 
` чается одна и та же кривая, какое бы значение ни 
придавалось букве 0), хотя уравнение между хи у 
будет другое, отнесенное к другой оси. При этом 
уместно отметить, что во многих случаях требованию 


удовлетворяет алгебраическая кривая; в качестве пер- 
1 
вого примера укажем на тот случай, когда п=-. 


Тогда будет 


2 
| апр вр (1+3) 
х = |= 


5 Е 
(1- 29)? (1-Е 22)" 
и 
| а 
__( арар __ Е: 
(1-29? (Е 29)? 
откуда вытекает, что 
3 
(2) =— 3, 
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Зи 
а2 


После подстановки получается следующее алгебоаиче- 
ское уравнение кривой: 


3 г 
а?у а?. 
= (2+) УИ. 


ПРИМЕР [У 
53. Найта кривую, для которой значение фор- 


2 
мулы | Уча было бы минимумом. 


Прежде всего очевидно, что максимум не может 
иметь место, потому что для прямой линии 42у —0, 
и следовательно, значение предложенной формулы 
’будет бесконечно велико; поэтому остается опреде- 
лить, для какой кривой линии значение формулы 


| уду ах? 


— бу _ делается наименьшим. Эта формула после на- 


ших подстановок переходит ‚| ‚ следовательно, 


© 


ур ах 
4 


откуда 
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Но если М==0, то искомая кривая выразится урав- 
нением: 


Е — Рр— 9-24 — С, 


как было показано в дополнении У. Гаким образом 
получается уравнение 


УР Р Ч) 


9 „ах ФР 
ИЛИ 
уау`, аах = > __ 2%р 44 
24 +" р Ра 94° ’ 
так как 
. 4у==рах. 


Но так как 


то 


и следовательно, 
аах _рау 2ура9 49 


ИЛИ 
аар _ Чу _ 244 
ра 4‘ 
Если положить постоянную @ равной нулю, то это 
уравнение может быть проинтегрировано, после. чего 


получится 
у == 64? 


ИР 
9 р ах ау’ 


И 
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‘откуда 


рар=4у/ 5, 


и в результате интегрирования 
5 =зУ | УТС, 
или, По изменении постоянных, 


у Иу-+а уа 


р = БИЬ 
| 
8 
__ у? а? ау 
Р=] 3 ах’ 
Ь2 
а отсюда 
3 
| Ь2 
4х == ау 3 5 
2-42 


Положив снова а =0, будем иметь: 


8 уе 
это наиболее сжатый вид уравнения кривой, удовле- 
творяющей поставленному требованию. 


и ус; 


ПРИМЕР У 
54. Найти кривую, для которой значение фор- 


42у 
п 
мулы |4 4х или Е ди было бы максимумом или 
минимумом. 
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Имеем, таким образом, 
2 =" и а = 19" 144; 
отсюда 
М=0, М№=0, Р=0 и О=пд”, 
Так как уравнением удовлетворяющей требованию 
кривой будет, таким образом, 


42) 
‘ажя == 0, 
то 
49 = аах 
Н 
о" 
Отсюда вытекает, что 
1 
9— (ах -- В)" 


и следовательно, 
п 
— (а п—1 — ау 
21 |1 
у== (ах НВ" ух, 
причем мы включили в постоянные те коэфициенты, 
которые вошли при интегрировании. Итак, кривые, 


удовлетворяющие требованию, всегда будут алгебраи- 
ческие, за исключением того случая, когда й== 


откуда 


7. , 
потому что тогда последнее интегрирование даст 


уе Цах-Е А-а. 
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Что касается случая, когда п =:1, то тогда даже и 
не нужно предпринимать разыскание максимумов и 


минимумов, так как формула (4 4х не оказывается 


«/ 


неопределенной, а дает определенное значение, имен- 
но р, потому что 
дах = ар. 


Между прочим очевидно, что с исчезновением члена 
2п—1 
ах "т 
требованию удовлетворяет прямая линия, так как 
у=ух- 5. 


Таким образом, если четыре заданные точки, через 
которые должна проходить искомая кривая, распо- 
ложены по прямой, то сама прямая линия будет 
удовлетворять требованию по сравнению со всеми 
прочими линиями, проходящими через те же четыре 
точки. 


ПРИМЕР И 
[4 &/ «/ х а 
095. Найти кривую, для которой а ‚был 


бы максимумом или минимумом. 
Так как 
_ ХР 
4’ 
то 


42-24% _ Яра , Хар _хра4 
54 74 У4 54 
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и следовательно, 


М=^, М=—*Р, РЕ и 9=— 2 


— 
— 
—— — 


74’ 74’ УЧ уа? ` 
Ни один из этих членов не исчезает, и уравнение 
искомой кривой будет: 


ИЛИ 
4? |, 4 хахау ха а9 
0 == 2 о ФИА: 
524 т 79 9 У4? + 
а - хар _ 2хра4 
УЧ? У? 4? 4? у 
ИЛИ 


= 90° ах? (Зу9— 2р?) (у— хр) — 
— 454 ах 449 (худ —хр? 1 ур) + 6ху?р 44? — 2ху?ра ау. 


Это — диференциальное уравнение четвертого по- 
рядка, и может ли оно быть проинтегрировано или 
нет, открыть нелегко; да и не стоит слишком упорно 
доискиваться способа его интегрирования, потому что 
этот случай не возник из решения какой-нибудь по- 
лезной задачи, а измышлен произвольно. Присоеди- 
нить же этот пример показалось уместным для того, 
чтобы имелся случай, когда решение не только при- 
водится к диференциальному уравнению четвертого 
порядка, но и не может быть сведено к более низ. 
кому порядку посрелством общих вспомогательных 
средств, указанных выше. Между тем все предыдущие 
примеры таковы, что посредством общих правил, 
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изложенных в дополнениях, тотчас же можно было 
получить для искомой кривой диференциальное урав- 
нение низшего порядка. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ У. ЗАДАЧА 


96. Найти кривую, для которой значение фор- 
мулы 2 4х было бы наибольшим или наименьшим, 


*/ 
если 2 есть функция, заключающая в себе дифе- 
ренциалы любого порядка, так что 


ай = Мах-- Мау Рар-+ 944 
-- © 47+ 54-—14+... 
Решение 


Так как перенесение точки п ву (черт. 4) более 
затрагивает предшествующие элементы, чем после- 
дующие — из последующих оно затрагивает только 
один, а на предшествующих сказывается тем далее, 
чем более высоких порядков имеются диференциалы,— 
то удобнее будет принять за первую ординату ка- 
кую-нибудь из предыдущих, например НИ, с тем, 
чтобы изменение, происшедшее от прибавления к орди- 
нате /Лп частицы пу, не простиралось за НЙ; это 
будет в том случае, когда в будут диференциалы 
не более, чем шестого порядка. Значение же 47 до- 
статочно будет развернуть до члена Га, потому что 
из самого решения легко будет вывести способ при- 
менить его для любого числа последующих членов. 
Кроме того, так как эта. задача включает в себя все 
предыдущие, то станет вместе с тем ясно, что реше- 
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ние получается всегда одно и то же, какая бы орди- 
ната ни увеличивалась на некоторую бесконечно ма- 
лую частицу, как пу. Итак, пусть будет 


отдельным точкам абсциссы Н, Г, К, Г, М, М, О 


и т. д. будут соответствовать следующие значения 
букв р, 4, г, $ Ё ит. д: 


у ) р ) Ч, Г э 5 ) 1 у 

У, р, 4, п, $, В, 

у" р" , д"! и! $" Е! 

р" , у'" я" , $ Ё! , 
УМ, ру, ЧУ, ИУ, Ям 
У, р, а, м, 5, м. 

Эти отдельные значения получат от пэзренесения п 

В У приращения, которые, согласно предложению пер- 


вому, будуг иметь такой вид, с надлежащими изме- 
нениями в знаках: 


ана 
<. 


ау=0 ау =0 ду’=о  [ау’=0 |аУ-0 [думать 

ар=) ар’ =0 ар"=о  |ар”=о Пар +7 ар‘ =— 1. 
аа=0 аа’ =0 аа" =0 "=, а = т аа = = 
а’ =0 г =0 ат" = т ат" = р анУ =. ха агУ 2 
45 =0 = т 4 =— Е По ат ау = к 


Так как, далее, абсциссе АН соответствует то значе- 
ние формулы (2 ах, которое не меняется от перенз- 
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сения точки п в У, то последующим элементам 
абсциссы соответствуют такие значения формулы 
|2 4х, которые даются таблицей: 


Элементу соответствует 


Ш дах. 
К ах 
КГ #" ах 
ГМ "ах 
ММ 7 ах 
МО йУах. 


Чтобы найти их приращения, возникающие от пере“ 
несения точки п в у, надо продиференцировать эти 
отдельные значения и подставить вместо диферен- 
циалов 4у, ар, 44, 4", 45, 4Ё и их частных значе“ 
ний указанные выше их выражения через и; тогда 
получится следующее: 


Г 
а(7ах) == пу . ах (3) 


ак) =” 5 _5Г. 
4 (7' 4х) = пу. ах (= Е) 


" __ ры иг 
4(7" ах) == пу 4х (в а + =) 
п! р. 9" ое 65’ 107" 
4(2т4х) = пу-ах (= а ан -Р ча — т) 
ГУ ГУ 
М) — и Р’__ 24 
4 (74х) = пу. ‘ах (2 5 


3 ЮУ 4 $У БТ 
ах а хз ) 
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ЮУ 
4(7У 4х) = пу.4х (м8, — + 
$У т 
Рая — я) 


Так как только одни эти элементы изменяются и по- 
лучают приращечия от перенесения точки п в у, то 
сумма этих приращений даст полное диференциаль- 
ное значение, которое получает формула \2 ах, рас- 
пространенная по всей абсциссе АД; это значение 
будет следующим: 


РУ+РУ 
ах 
ОУ — ОМ + О" 
| - ах? 
пу: ах х] —_ ЮУ- ЗУ ЗА" - Ю" 
ах 
$У— 45 + 65'" — 45"-- $' 
+ ах 
О ТУЬГУ10ГИ+ 107—5Г+Т 
ахз у 


Отдельно же эти члены можно булет удобно и 
кратко выразить через диференциалы; при этом 


будет: ‚ 
— РУ+ РУ—-— арм , 
= ОУ — 20 + От = 420!" 
— ЮУ ЗЮУ — ЗА" Ю" —— азЮи 


+ $У— 49-65" — 45" = 445! 
ТУ - 107" 4 107" — 57" Т=— 487. 
10* 
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Поэтому полное диференциальное значение фор- 


мулы | 2 ах, происшедшее от частицы ‘му, будет 


равно: 
АРУ 20""' азр" 
. У “о 
пу. ах (м ах ах? ахз 
+ 45° _ @Т ) 
ах 4х5 


Но злесь, ввиду того, что все члены однородны, 
значки можно опустить, так как исчезает различие 
между № и М, точно так же между АРУ и 4Р ит.д. 
Поэтому будем иметь следующее диференциальное 


значение формулы | 2ах: 
| 420 а3Ю 445  @Т 
вах ( Мет +15 хз 
откуда можно вывести диференциальное значение 
формулы \ 2ах и для того случая, если в 2 будут 


заключаться также диференциалы более высокого по- 
рядка. Поэтому, если разыскивается кривая, которая 


при данной абсциссе сообщила бы | 2 4х максимум 
или минимум, причем 
42 = Мах-- Мау-- Рар-+ 0 44-- 
А а47г- $45 + Т4&--..., 


то, во-первых, диференциальное значение формулы 


(2 ах улет т таково: 
“ МН @) — 18 @&$. а3Т 
пу-ах ( м— Не ав Нан ая +...) 
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а затем отсюда для искомой кривой получится урав- 


нение: 
аР | 429 —а3ю | 45 @Т 


Ч. т. н. 
ДОПОЛНЕНИЕ 1 


57. В формуле (2 4х, как мы ее рассматривали, 


*/ 


величина & содержит диференциалы пятого порядка, 
если только в ее диференциале 


47 =М ах Мау Рар-- 9 44+ Каг+ 5$4;5--Та1 


член ТГ будет последним. А так как в Г еще входят 
ьдиференциалы пятого порядка, то очевидно, что для 
искомой кривой получится диференциальное уравне- 
ние десятого порядка. | 


ДОПОЛНЕНИЕ П 

58. Огсюда понятно, что диференциальное урав- 
нение кривой всегда будет порядка, вдвое более вы- 
сокого, чем сама формула максимума или минимума. 
При этом мы предполагаем, что в последнем члене 
Т 4Ё величина Г еше содержит в себе {, так как _ 
если бы этого не было, то порядок уравнения не 
понизился бы на две ступени, как это можно видеть 


из & 59. 


ДОПОЛНЕНИЕ ШП 
59. Итак, если в 2 содержатся диференциалы по- 
рядка и, то диференциальное уравнение кривой будет 
порядка 2п, вследствие чего оно содержит в себе 
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неявным образом столько же новых произвольных 
постоянных. 


ДОПОЛНЕНИЕ [у 

60. Ввиду наличия такого числа произвольных 
постоянных необходимо для определенности задачи 
задать столько же точек; т. е. для того чтобы быть 
определенной, задача должна ставиться так: среди 
всех кривых, проходящих через 2п заданных точек, 
определить ту, для которой был бы максимумом 
или минимумом | 2 4х, где величина 2 содержит ди- 
ференциалы порядка п. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 
61. Так как п есть целое число, то число точек, 
которое делает задачу определенной, всегда будет 
четным. 'Итак, для определенности задачи требуется 
или ни одной точки, или две, или четыре, или шесть, 
или восемь точек и т. д. 


ПРИМЕЧАНИЕ [1 

62. Таким образом по порядку диференциальчости, 
к которому приводится найденное для кривой урав- 
пение, или по числу точек, через которые должна 
проходить кривая, удовлетворяющая требованию, 
задачи этого рода удобно будет разбить на классы. 
К первому классу относятся те задачи, в которых 
без дополнительных условий отыскивается кривая, 
для которой при данной абсциссе формула [2 ах 
достигала бы наибольшего или наименьшего значения; 
такие задачи содержатся как во втором предложении, 
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так и в третьем, в тех случаях, которые мы изло- 
жили в $ 26 и 27: в этих случаях решение дает 
определенную кривую, удовлетворяющую требованию. 
Второй класс охватывает те задачи, решение которых 
приводит к диференциальному уравнению второго 
порядка; для того чтобы быть определенными, они 
требуют двух точек и должны ставиться таким обра- 
зом, чтобы среди всех кривых, проходящих через 
две данные точки, определялась та, для которой 
{| ах был бы максимумом или минимумом; решение 
этого рода задач мы дали в предложении третьем. 
Далее, к третьему классу принадлежат задачи, рас- 
смотренные в предложении четвертом, которые со- 
стоят в том, чтобы среди всех кривых, проходя- 
щих через четыре данные точки, определялась та, 
для которой | С а4х достигал бы наибольшего или 
наименьшего значения. Подобным же образом чет- 
вертый класс для определенности требует шести то- 
чек, пятый — восьми и т. д.; все эти классы мы 
охватили настоящей задачей. Впрочем, если найден- 
ное уравнение и доходит до высокого порядка ди- 
ференциалов, то оно часто допускает одно или не- 
сколько интегрирований; некоторые случаи этого 
рода мы показали в предыдущих задачах. Поэтому 
рассмотрим еще, в каких случаях наше общее ура- 
внение допускаег интегрирование, одно или несколько, 
чтобы при встречающихся примерах тотчас можно 
было видеть, содержатся ли они в этих случаях или 
нет. Такими случаями являются прежде всего два, 
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из которых в одном №==0, в другом М==0: от 
них зависят далее и остальные случаи, которые мы 
здесь разовьем. 


СЛУЧАЙ 1 


63. Пусть в формуле максимума или минимума 
\ 2ах член М=— 0, так что 


42—Мах-- Рар-+ 94-5... 
В этом случае уравнение кривой будет такое: 
0 — АР, 4*9 43 4$ ФТ 


ах 4х? ах ая 4х5 | `` °’ 
после умножения на 4х оно оказывается интегриру- 
емым, и мы будем иметь: 


40 4Ю 45 т 
Рак ат Рая ая 
СЛУЧАЙ П | 
64. Пусть и М=0 и Р— 0, так что 


42 — Мах-|- 9 44-- Ю4г- $45 -- т... 

Так как М— 0, то одно интегрирование уже уда- 
лось, и для искомой кривой мы имеем только что 
найденное уравнение, в котором и Р также поло- 
жено равным нулю, т. е. 


__ 49 @фЮ 4:5 т 
ах аа Рая ая +. 


это уравнение, будучи умножено на 4х, сможет быть 
вновь проинтегрировано, после чего получится: 
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аю | .4?$  43Т 
д, Рая т... 
СЛУЧАЙ Ш 
65. Пусть и М=0, и Р=0, и О =0, так что 


ай = Мах Ю 47 $45 Г4-... 


Исчезновение двух членов № и Р уже дало нам 
дважды проинтегрированное уравнение: 
Ах—В+О ак, 45 Г | , 
—_ ах ' 4х? 4х3‘ ``”? 
если в последнем положить © —=0 и умножить его 
на 4х, то получится следующее трижды проинтег- 
рированное уравнение: 


1 4$  @?Т 
— Ах? — — ыы 
0—-- Ах Вх--С АН. 8+... 


Отсюда уже явствует, что если, кроме того, будет 
и А—0, то будет иметь место еще четвертое ин- 
тегрирование и т. д. 
СЛУЧАЙ [У 
66. Пусть М==0, так что 


АХ —= Мау -- Рар- 9 а1- Юаг+ $45-—... 


Для искомой кривой ранее было получено урав- 


нение. 
АР | 420 —@3Ю | а4$ 
0 М. 


ах аж Гаж **° 
Умножим его на ду=рих и затем прибавим._ 


47 — Мау— Ра^р— 9 44— Ю4'— $45—...; 
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тогда получится уравнение 
р 420 — __ 243 | ра5 
. — Рары— В — 548 — ...) 
интеграл которого может быть указан; это будет: 


4х? ахз 
гв __ 9425 
— 64 + ах? --. 
№ 
в 
—55-+.. 
ИЛИ 
44—00 ар фЮ—араю+Р а? 
0=А-- 2 — Рр И ЕЕ Р-- 


4225 — ар 42$ -- 4$ ар — $ @зр _ | 
и... 

ясно, как будут дальше составляться члены этого 
уравнения, если в 4 будут заключаться последую- 
щие диференциалы Т4, Иди ит. д. 


СЛУЧАЙ У 
67. Пусть М =0 и М№М==0, так что 


42 = Рар-- 944 Ю4'-- $45... 


Так как №М==0, то, произведя одно интегрирова- 
ние, как в первом случае, получим: 
4 | 45 
ах? ах? 
умножим это уравнение на др=а4х и прибавим 
к нему 


0=А—Р--* — 
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0 =— 47 1 Рар + 044+ 54-..., 


от этого получится следующее интегрируемое урав- 
нение. , 


0— Аар— 42 +949 — 9... 
949-45 +..., 


интегралом которого будет 


аЮ 425 
0—=Ар—В— 7 - 99— и би... 


Е 
1 5$ —... 


аю— Юа: 
0—=Ар—В—2- бат -- 


а 42; — 449 а$ - $ а24 
+ 4? —_ 
4 43Т — аа @2?Т -+ АТ 424 — Таза 
— | -- вое 


ИЛН 


СЛУЧАЙ И 
68. Пусть и М==0, и №=0, и Р==0, так что 
ай = 94а + Юаг- $54 8 РТа-... 
Так как №=0 и Р=—=0, то согласно второму 


случаю будут иметь место два интегрирования, и для 
искомой кривой получится уравнение: 


0—=Ах— В+ 9—9" и 


ах? ахз `..) 


если, умножив его на 44 =гах, прибавить к нему 


0 = 47 — 044—В4'—$4—Та-— ..., 
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то получится следующее, снова интегрируемое, урав- 
нение. 

г 42$  г@аТ 
0—Ах44 —В 44 т 42 — "акр — ах —- РА 


... —А 7-9 45— 1 41 —..., 


интеграл которого будет 


га  гатТ 
0— Аха — Ва СЯ — А" - а +. 


... +... 


ИЛИ | 
0=А (59 — р) — ВСЕ ки 
__ г 42Т— агат-- Га" 


я -... 


СЛУЧАЙ УП 


69. Пусть М=0, №М=0, Р=О0 и О=0, так 
что | 


ай —=Юаг-| $45-— Та-... 


Так как №=0 и О==0, то третий случай дает 
следующее уже трижды проинтегрированное урав- 
нение: 


ло а$ ат , 
0—=-5 Ах — ВА ща... , 


умножим его на 47 =$ 4х и прибавим 


0—— 42 - Р-Р Ти ...; 
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тогда получится уравнение: 


1 $ @Т 
0 —=--Ах? 4’ — Вха’-- Сат— 42 {-59$— ар Г... 


... $45 --Та+. .., 


которое после интегрирования даст: 


| 5ат 
0—5 Ах?/ — Вхг т С—Р— 2+ $$— ... 


... -- Ар ... 


ИЛИ 


0=5- А (^"— 254 --2р) — В (хе — 9-Е Се—— 


5ат-— Газ 


—й-- $$ — ах —-... 


ПРИМЕЧАНИЕ П 


70. С помошью этих случаев, число которых 
можно было бы увеличить, если бы это представи- 
лось нужным, часто можно будет довольно легко 
решать задачи. Действительно, если какая-нибудь 
задача содержится в одном из этих случаев, допу- 
скающем одно или нёсколько интегрирований, то 
можно будет тотчас же составить для кривой урав- 
нение, уже проинтегрированное один или несколько 
раз, которое поэтому легче будет рассматривать 
дальше, чтобы это стало более наглядным, а вместе 
с тем уяснилось и применение этой последней за- 


дачи, где в формуле максимума или минимума |2 ах 
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имеются диференциалы более высокого порядка, чем 
второй; полезно будет привести один пример. 


ПРИМЕР 


71. Среди всех кривых. соответствующих одной 
и той же абсциссе, определить ту, эволюта ко- 
торой вместе со своей собственной эволютой за- 
ключала бы между радиусами эволюты наиболь- 
шую или наименьшую площадь. 

Положим для искомой кривой абсциссу равной х 
и ординату равной у; пусть элемент кривой равен 
4, а радиус соприкасающегося круга будет 0; эле- 
мент ее эволюты будет равен 40, а радиус соприка- 


а 
сающегося круга будет Е; отсюда, площадь, за- 


ключенная между эволютой искомой кривой и ее соб- 
1 (рае? 

ственной эволютой, будет равна 5 | Я; ЭТО выра- 

жение, следовательно, и должно стать максимумом 

или минимумом. Так как 


4 =аху 1 — р? 
и 
"3 
_ И”)? 
В — а 
О будет . 
1 — 
р —3(1 {р ?рах — СЕРА 
И 


, б-р, (1 
пре (Е ра) ах? (Эре— ЗЕ РИ ПрААе), 
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а 
1-+ 2? 
дах ° 


ортыньь. 
чвтыниее 


СЫ 


Следовательно, формула максимума или минимума 
будет 
Г Са 6 (1 р) г (1-Е 22) 
|-> Р”) ах (эр? — 4? + 0% } = 
а ГОРЕ ке А 
так что 2 будет функцией р, 4 и г. Диференцируя, 
получим: 
— 1Врар (1 -{ 23) 1-32) __ Эра аа (1 -[ р?) 
б4и (1 -- р?)  бргар (1 -- 92), 18,44 (1- р) 
вт и т 
2747 (1 + р: , ЗПрар а р 5744 1 -- р) 
ИТ А ини 


Сравнивая это с общей формой, будем иметь: 


М=0;. №=0; 
7 —ЭР. Пре би ие, 
Ве РЗУ _ ВОьи 
НЕЗРРО РА, 
о—=— РТР) т Ри ри ВИ 29%. 
=” РО. 
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Так как здесь М==0 и Л==0, то решение под- 
хадит под пятый случай, и для искомой кривой по- 
лучится уравнение 

аЮ 
О—= Ар В 2+ ба С, 


которое после подстановок переходит в такое. 


0— Ар— В АСР РРСРР 
ара 27 р З6р (1 -- р)? 
4° 4 Ах 4 . 


Это уравнение слишком сложно, для того чтобы 
можно было предпринять дальнейшее интегрирование 
его. Впрочем ясно, что это — диференциальное урав- 
нение четвертого порядка, так что после остающихся 
четырех интегрирований вошло бы еще четыре по- 
стоянные. Поэтому, чтобы сделать задачу определен- 
` ной, понадобится шесть точек, через которые про- 
ходила бы искомая кривая. 


о № 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


О НАХОЖДЕНИИ КРИВЫХ, ОБЛАДАЮЩИХ СВОИ- 

СТВОМ МАКСИМУМА ИЛИ МИНИМУМА, В ТОМ 

СЛУЧАЕ, КОГДА В САМОЙ ФОРМУЛЕ МАКСИМУМА 

ИЛИ МИНИМУМА ЗАКЛЮЧАЮТСЯ НЕОПРЕДЕ- 
ЛЕННЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 


Сане 53+ 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ [. ЗАДАЧА 


1. АЙТИ приращения, получаемые в любой 

точке абсциссы неопределенной интег- 

ральной величиной при увеличении одной какой- 
нибудь ординаты М на частицу пу (черт. 4). 


Решение 

Пусть абсцисса АН==х, а соответствующая ор- 
дината Нй —=у, и пусть задана какая-нибудь неопре- 
деленная величина П, соответствующая абсциссе АН 
и представляющая собой интегральную формулу, не 
допускающую интегрирования. Пусть величина П та- 
кова, что сама она, поскольку она соответствует абс- 
циссе АН или точке Н, не меняется от увеличения 
ординаты Л№п; это будет в том случае, когда дифе- 
ренциалы в ПЦ не превышают пятого порядка; для 
этого мы предполагаем, что изменяется только 
пятая по счету от НЁ ордината МП. А если бы в П 


11 л. Эйлер. 
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содержались диференциалы более высоких порядков, 
то увеличению на бесконечно малую частицу подле- 
жала бы лишь еще более удаленная, чем Мп, ордината. 

Но достаточно будет распространить решение только 
до пятого порядка диференциалов, заключающихся 
в П, так как после этого, если и: встретятся более 
высокие диференциалы, решение можно будет приме- 
нить и к ним. Итак, если точке абсциссы Н соот- 
ветствует значение П, то следующей точке /, согласно 
нашему способу обозначения, будет соответствовать 
значение 11', точке А — значение |", точке [Г — значе- 
ние П"' и т. д. Следовательно, надо будет определить, 
какие приращения получают от перенесения точки п 
в у эти отдельные частные значения П’, П", ЦП", ШУ 
и т. д., т. е должны быть определены их дифе- 
ренциалы, причем предполагается, что только одна 
ордината №, равная уУУ, изменяется, увеличиваясь 
на частицу пу; в этом смысле будет аП = 0, 
потому что значение П, соответствующее точке Н, 
по нашему предположению, изменением не затра- 
гивается. 

Так как П неопределенная интегральная формула, 


то пусть она будет равна \(2)ах, где [2] есть функ- 
ция х, у, р, 4, Г, 5 и ЁЬ так что а4[7] = [М]ах-- 
-- [Мау - [Р]ар | [9144 -- [9х + [5145 | [746 
отсюда, согласно принятому способу обозначения, 


сразу можно будет образовать частные значения &[7], 
а именно: 4[7'], 4[7"”], а[7'" |, и т. д. 
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Положив это, будем иметь следующее: 

П = | ах, 

П' = [Ем [7]ах 

П" — | [2]ах + [ах -— [21ах, 

Г" — | [ах Е [2]ах -+ [21ах -- [2 ах, 

ИУ = |2]ах + [Р]ах В [2ах + [21ах + [2тах 
и т. Д. 

Посмотрим теперь, какие приращения получат эти 
отдельные члены [7]а4х, [7'ах, [2'!ах, [2'1ах и т. д. 
от прибавления частицы лу к ординате №. Эти при- 
ращения получатся из диференциалов этих членов, 


если подставить вместо диференциалов те значения, 
которые выведены в 556 предыдущей главы, а именно: 


4([2] 4х) = пу ах Е, 
[5 517] 


а ([2'] 4х) = пу.ах а Ч 
[^"] _4[5"”] , 1017” 
хз ) 


а ([7'] ах) = пу-ах (ЕН 


4х“ хз 
<" З[юЮ” 6[5'"] ° 107" 
4([7'"| 4х = пу.4х (= я т | 9 у ’ 


а (27 ах) = пух (ЕЛ 


ЗАМ] _ 4[51М] ‚5 [ТА] 
-- аж 4 аж ах 


11* 
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РУ 


а ([2У1 4х) = пу-ах ([№]-— + 


см Г [$7] __ [7 У] 
РЕ —яв т ах аж ) 


и ах) =0, 
4 [2 ах) = 0 


И т. Д. 
Отсюда найдутся и приращения, которые получают 
значения П, Ш, П", П" и т. д. при перенесении 


точки П ву; а именно будет: 
А(П) = 0, 
а(П’) = пу. ах 1] 


4х3 
4(П") = пу-4х (аи | | 


Ю"! 3 $"! а $5! 
а(П"') = пу. ах (о ] Ре 
6 [7] - 449 [7] —а [7] 
-- 4х8 } ) 
— Ща" 
а (ПГ) = пу. Че (Ч о 8 о 
3 $7 3 5" —__ $7 
1 Ее 915] _ 
Ева 7], 
4х5 
(ПУ) = пу-ах (9) Мао" | 


-- [«М] 24 [®"] — а [8 
ахз 
__ 51] + 34$] — за [$] а[5'] + 
Ах+ 
ПУ] -- 4а [Т"] — ба [Т"] + 44 7] — а [ТТ] 


и), 
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(И) = оная (ГАУ — РМ МО 


ах? 
а [ЮМ] — 24 [В] -- а [В 
__ ЧА] гы ] + а| 1 
‚ 9[5М] — За [5] - 34а [5$] а [5 
ии 
__ атм] — 44 [7 + 64 [7] — 44 [7] -- 4 7} 
алхз | 


Последнему же приращению равны приращения и 
всех следующих значений, т. е. ПУП, ПУШ, ШХ и т. д. 

Но приращение значения ПМ и всех следующих 
будет равно 


а РУ а? ©" 03 Ю" 
пах и бит я 
4[5] 487] 
ии ах —  @% }. 


Эти приращения могут быть сведены к одним и 
тем же знакам в отношении букв [Р], [9], [А], [5] 
и [7], так что получится: 


ЯЧ(П) =0, 
а (П’) = пу. ах о 
а (П") = пу-ах (21 — С е) 
а(П"') = пу. ах (1 — 3 [5'] ре [5'] —- 


6+ 154 [7-10 1), 


4х5 
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РЕГ у) Ю" За Ю" 
Я (ШУ) = пу. ах (К — РЕ -- 
{3151 +8415] 64815} _ 
алх4 
__ 4 [7] -- 15а [Т] + 2042 [Т] + 1943 и), 
алхз 
ах (Е [9-24 [9] 
ах? 
[^"] - З4 [^"] + 34? [©] 
о 


__ [$144 [5] т г [$] 443 [5'] + 


д Шт п т [7] Е 544 [Т] ), 
+ и” И 


4(П“) — пух ([№м/] — а ты ею 1 [9] _ аз 43 [К"] 4 


4.2 аж 
42 91 е1П), 
ах“ ах 1’ 
последнему приращению равны приращения и всех 
следующих значений. 


а(ПУ) = лу.а 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


2. Итак, если П представляет собой такого рода 
неопределенную величину, т. е. интегральную . фор- 
мулу, не допускающую интегрирования, то подвер- 
гнутся изменению как все те ее значения, которые 
следуют после того места абсциссы, где одна из 
ординат по предположению увеличивается, так и те 
несколько ее значений, которые предшествуют этому 
месту, причем число их зависит от порядка дифе- 
ренциалов, заключающихся в формуле П. 
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3 Следовательно, если такого рода величина за- 
ключается в формуле максимума или минимума 
|2 4х, то диференциальное значение последней бу- 
дет зависеть не только от нескольких элементов 
абсциссы, но также от всей абсциссы, которой ‘дол- 
жен соответствовать максимум или минимум. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
4. Таким образом в этих случаях абсцисса, для 
которой разыскивается максимум или минимум, дол- 
жна быть определенной, и кривая, которая будет 
найдена как обладающая свойством максимума или 
минимума при этой абсциссе, не будет обладать этим 
свойством при других абсциссах. 


ПРИМЕЧАНИЕ 

5. Вскоре, когда мы будем разбирать относящиеся 
сюда задачи, еще более уяснится различие между 
вопросами, в которых является величиной опреде- 
ленной или неопределенной. Эти вопросы могут 
видоизменяться различным образом, сообразно с тем, 
является ли в формуле |2 4х величина 2 функцией 
только неопределенной формулы П такого рода, как 
мы рассмотрели, или же, кроме того, заключает в себе 
определенные величины Хх, у, р, (4, Г, $ ит. д. 

Затем в Д может содержаться также и несколько 
таких неопределенных интегральных формул, разли- 
чающих-я между собой. Но для всех этих различ- 
ных случаев достаточно будет добавить к изложенным 
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ранее правилам еще только одно. Особенную 
же важность имеет сама неопределенная формула 
п=\ [2] 4х, в которой мы приняли [7] за опреде- 
 ленную функцию, потому что, если сама эта величина 
[2] снова будет содержать такие же неопределенные 
интегральные формулы, то понадобится еще отдель- 
ное решение. Это усложнение неопределенных фор- 
мул может распространиться даже и до бесконечно- 
сти: именно так будет, если величина [7] снова 
содержит ту же величину П, так что 


4[2] = [Нап -- [м] ах- [М ау + [Р] ар-- 
- [91 44 [1 4" ..., 


потому что тогда, вследствие равенства 4П == [7] 4х, 
снова придется рассматривать значение 


4[2] = [ап [М] ах--..., 


и это восхождение будет продолжаться до бесконеч- 
ности. Отсюда же вытекает и метод решения тех задач, 
в которых разыскивается кривая, сообщающая наиболь- 
шее или наименьшее значение формуле \2 4х, в том 
случае, когда Х не дано в определенной или в не- 
определенной форме, как это было до сих пор, а за- 
дается лишь через диференциальное уравнение, инте- 
грирование которого не может быть выполнено; та- 
ковым, например, является вопрос о разыскании 
кривой, для которой было бы максимумом выражение 
= - 2?) 


= при условии 49 = 2 4х — #о"ах (1-- р'). 
И э 
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В настоящей главе мы дадим решение вопросов 
также и этого рода. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ П. ЗАДАЧА 


6. ЛЛредполагая, что [2] является функцией не- 
определенной величины П, так что 


ай = Г ап 


П=\ [2] 4х, 
при условии, что 


а [7] = [мах -- [М1 4у-+ [Р]ар-- 
-Е [91 49 Е [1 4" ..., 


найти кривую а2, которая для данной абсциссы АЙ 
сообщала бы наибольшее или наименьшее значение 
формуле \ Хах (черт. 4). 


®/ 


Решение 


Положим абсциссу АН равной х и ординату НА 
равной у, и пусть вся абсцисса АЙ, которой дол- 
жен соответствовать максимум или минимум, равна 4. 
Если разделить промежуток НЁ на бесчисленные бес- 
конечно малые элементы НГ, [К, КЕ, ЕЁМ и т. д., то 
максимумом или минимумом должно будет стать 
выражение 


\2ах--рах- Рах-- тах 2тах +... 


и т. д., пока не придем к конечной точке 7. Для 
этого надо найти диференциальные значения, полу- 
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чаемые этими отдельными членами от перенесения 
точки п ву, и сумма этих значений, будучи прирав- 
нена нулю, даст уравнение искомой кривой. И так 
как мы предполагаем, что изменение, производимое 
частицей лу, не простирается за Н по направлению 
к 4, то диференциальное значение члена \24х бу- 
дет тождественно равно нулю. Диференпиальные же 
значения остальных членов получатся, если их про- 
диференцировать и подставить в диференциалы те 
приращения, которые, как мы нашли в предыдущем 
предложении, возникают от перенесения точки п 
ву. А именно будет: 

4(7 ах) =Гах-аП, 

а(7'ах) = Мах.аП', 

а (7” ах) =" ах-аП", 

4(7'" ах) = И" ах.аП", 

а (27 ах) = ГУ ах. аШУ. 

Если же теперь подставим вместо диференциалов 

АП, аП', аП", аП'" и т. д. найденные выше значе- 
ния, возникающие от перенесения точки п, в У, то 


получим: 
а(бах)=0, 
а (2' ах) = пу. ах? СТ, 
4(2" ах) == пу. [" 4х? (71 — 4 [7] +541}, 
4 (2'"'4х) = пу. ртах? (ЕТ 8 


а 08 7, 


4х5 
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4 (2 4х) = пу. ЛУ 4х? (6 ] Им + 
СВТ бе __ 

__ 4 [7] - 164 [Т] + 20а [7] -+ 1043 1), 

4(2У 4х) = пу- [У ах? (Е "1-24" 
ах Ах? 
+ [| - 34 Г - 342 [^"] _ 
__ [$'1- 44 [$'] Не [5 1 а [$] + 
+ [7] + за [т] -+ 104? [7]. + 1043 [7] + 544 Г), 
4х5 
2? [9 


а (м дк) == пу. Мала (МУ Е 
4 [Е"] 8] АГП 


ахЗ ЧхА 4х3 


а (7УПах) = пу. [УПах? ([м7— а Е оО __ 
_ те“ 4 [5'] ЕТ) 
4х8 аж 4% 


и т. д.) приращения последующих членов идут далее 
по найденному закону. Сложим теперь приращения 
шести первых членов; тогда получится полное при- 


рашение членов Пах-- И ах- "ах тах 
-- 7 ах- ИУ4х, равное 
ГУ|РГ]  [О"ау -+ 21а [0"] 
пу. ах" И С ИОНИ 
- [8"] аГ!" | За ГО ЧЕ -- 3[''’ а [”]__ 
—_ 157] 6" +44 [8] а" + ба [5 1-45] | 


[П]а4” + Бата’, 104147] --5 47] 
о Ш }; 
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в этом выражении, ввиду того что все члены одно- 
родны между собой, можно будет пренебречь по- 
рядковыми значками. Приращение же всех следую- 


щих членов 
[Мах —- МПахт. 
будет равно 
па (ТМ РР О} 68" 


ах? 4х3 
4 [5] 4 [7] 
А} (Мах -- Ех 


= [УШах + ИХах-ф-...-- и т. д. вплоть до 2). 
А последний множитель определится посредством 
интегрирования формулы ах, соответствующей не- 
определенной абсциссе АН==х; действительно, если 
после интегрирования формулы |2 4х положить х —=а 
и результат обозначить через Н, то Н будет значе- 
нием формулы 1 Ах, соответствующим всей заданной 


абсциссе 47; следовательно, если отнять отсюда |1 Хх, 


то останется Я — |2 4х, — значение, соответствующее 
участку НЁ или М7, которое таким образом можно 
подставить вместо 
Мах ах -- [УЩах-... [8] 
Поэтому, окончательно диференциальное значение 
формулы \2 Дх, соответствующее всей абсциссе АЙ, 
будет равно: 


С а[Р] | а? 43 [Ю 
пу. ах ("- | г ах) (м — [ нЕ азии а + 
‚ 4: и 48 [Т] 


ря ба } Е 
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ЧЕ -ах (29 — [0] а ЕО] + 
+ [®] а8Е- за та ар -- 314? [Ю] __ 
4.2 
[$] а32 - 4а [$] а2Е + баг а? [$] + 4[а3 [$] 
—_ ах + 
[7432 + 5а[П]азр + 10а Т]а21 + 10аЁ ат] +5та(тТ| }, 
— 4х4 


оно может быть приведено к такой более удобной 
форме: 


пах (тм — ед — РН] 
4 | [9] (Н -— \Рах) 43 | [®] (Н — \[ах) 

(оны #109), 
д (51 (Н- а») 4 (п и— 145) 

в) 


Это диференциальное значение может быть и еще 
продолжено, если того потребуют обстоятельства; 
а, будучи приравнено нуло, оно даст уравнение 
искомой кривой. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
7. Так как н—\ ах есть значение формулы 


\Гах, соответствующее участку НА =а—х, то, 
*/) 

если ‘положить НЯ ==а — х=и, формула | [аи бу- 
будет тем самым значением /7— \ 4х, которое нам 


нужно, при условии, что |2 4и обращается в нуль 
при и == 018. 
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ДОПОЛНЕНИЕ П 


8. Поэтому если взять начало абсцисс в точке 7, 
так что можно будет положить абсциссу ДН рав- 
ной И и считать везде х равным @ — и, то для кри- 
вой получится уравнение между координатами и иу; 
и требованию будет удовлетворять та часть этой 
кривой, которая соответствует абсциссе АЙ==а. 
Вместе с тем надо отметить, что как в самой фор- 


муле максимума или минимума | 2ах, так и в 

2 ах начало абсцисс должно быть взято в точке А. 
ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

9. Итак, если разыскивается отнесенная к данной 

абсциссе 47 кривая, для которой | < 4х должен быть 


наибольшим или наименьшим, и если Й является 
какой-нибудь функцией от 


П= \ (214%, 


причем 
47 =Г ап 
и 


а [2]-= [Мах + [М] 49 ++ [Р]ар [9144 + [®] 4" +..., 


то для искомой кривой будем иметь следующее 
уравнение: 
РуЕа 
= [М | Е4и ЕКО 
42 ([©] | Ра) 43 К] } Гаи) 
О Град 2] 


ах? ахз 
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ге и—=арб—х и \ Чи представляет собой значе- 


ние формулы | рах, соответствующее участку абс- 
циссы НЯ ==и. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
10. Следовательно, можно брать либо два начала 
абсцисс А и & и таким образом две абсциссы 
АН=хи 2Н=— и, из которых первая должна рас- 
сматриваться в интеграле | [2] ах или П, а вторая 


В интеграле \ Г ах, либо же только одну абсциссу 
АН = х, в каковом случае вместо аи надо писать 
Н-— {Е4х, причем Н представляет собой значение, 


получаемое формулой | сах, если положить в ней 
х = АН — а. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 
11. Так как 7 есть функция одного только Пи 
не заключает в себе никаких других переменных ве- 
личин, то, вследствие равенства 47 —=[ а, и Г 
также будет функцией одного только П. 


ДОПОЛНЕНИЕ У! 

12. Если бы [7] было функцией одного только х, 
то П= | [2] Ах было бы определенной величиной и 
функцией одного только х; следовательно, таково же 
было бы и 1; в таком случае не будет иметь места 
ни максимум ни минимум. То же самое показывает 
и решение, потому что в этом случае получится 
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[№] =0, [Ю] =0 ит. д., и уравнение кривой пере- 
ходиг в тождество 0—0. 


ПРИМЕЧАНИЕ 1 
13. Здесь встречается несколько основных случаев, 
подлежащих рассмотрению, из которых первый тот, 
когда [7] будет функцией только х и у, так что будет 
а [7] = [М] ах -- [М ду. 


Если при этом разыскивается кривая, для кото- 
рой при данной абсциссе АЙ —= а была бы макси- 
мумом или минимумом формула } 2 ах, где 7 какая- 


нибуль функция от |2] ах = П, так что 4Й = АП, 
то для искомой кривой будем иметь уравнение: 


о—= [м] (Н— \ 4х). 


Отсюда вытекает, что либо [№] =0,либо н= \ р ах, 

последнему равенству равносильно уравнение 
[— 0. 

Если одно из этих уравнений или оба дают кризую 
линию, то она будет удовлетворять требованиям за- 
дачи не только для абсциссы Ай =—=а, но также для 
любой другой, неопределенной абсциссы х; это вы- 
текает из того, что величина Н, которая зависит 
от определенной абсциссы @, исключилась из расчета. 
Что же касается специально уравнения 2—0, то, 
ввиду того, что [. является функцией от П, или 
( [2] Ах, окажется, что | (2 Ах равен определенной 
постоянной, а это возможно только, если [2] = 0. 
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Итак, в этом случае будут иметь место два урав- 
нения, удовлетворяющие задаче, именно: 


[М —=0 


[7] =0. 
ПРИМЕЧАНИЕ П 
14. Затем заслуживает рассмотрения случай, когда 
[№] исчезает; это будет в том случае, когда [7] яв- 
ляется функцией от х, р, 4, гит. д., не содержа- 
щей у. Положим, что [7] есть функция хири 


4[7] = [М] 4х - [1 ар. 


Если теперь положить \[2] Ах —= П и задаться разы- 


У 


сканием кривой, для которой при определенной абс- 
циссе 42 =—=а была бы максимумом или минимумом 


формула \ дах, где 7 — функция от П, так что 


47 = Г. АП, то для кривой получится такое уравнение: 


а (21 (н— (1243) 


ах ) 
и поэтому 


с0п3{ = [Р] (н—\2 4х) . 


Но эта постоянная, вошедшая вследствие интегриро- 
вания, не является произвольной, потому что она 
должна быть такова, чтобы при х==а, когда 


013+ 
ах =Н, имело место равенство —— ==0. А это 


у [РР 
возможно, либо если положить саму эту постоянную 
12 л. Эйлер. 
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равной нулю, либо если величина [Р] образована так, 
что обращается в бесконечность при х == а. В первом 


р 


случае имеем либо [Р]=0, либо \ Гах—=Н, т.е. 


реа 
— 


[.—0, иначе \ [2] 4х = соп5ё или, лучше, [2] =0; 


во втором случае псстоянная все же не может быть 
взята произвольно, а определится, если положить 
х —=а— 4х, таким же образом, как обыкновенно 
определяются выражения, которые в известных слу- 
чаях имеют неопределенный вид. Отсюда видно, что 
в задачах этого рода нельзя по порядку диферен- 
циалов судить о числе входящих в решение произ- 
вольных постоянных, равным которому нужно брать 
число точек, через которые должна пройти удовле- 
творяющая требованию задачи кривая: часто мы бу- 
дем приходить, устраняя диференцированием все. 
интегральные формулы, к диференциальному уравне- 
нию более высокого порядка, от которого отнюдь 
не будет зависеть получение задачей определенности 
посредством задания нескольких точек. 
ПРИМЕР 1 


15. Пусть П = \ уах означает площадь кривой, 


®/ 


а 2 — какую-нибудь функцию от П; найти кривую, 
‘которая для данной абсциссы, равной а, сообщала 
бы наибольшее или наименьшее значение формуле 


\ Сах. 


/ 


Так как 0 есть функция от П, то 
42 —={Гап, 
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где [. будет функцией от П— | уах. Затем, так как 
АП = уа4х, то [7|==у, и ввиду того, что 

42] = [Мах [Мау + [В] ар--..., 
окажется 

[М] =0, [№]=1, [Р]==0, [9] ==0 
и т. д., откуда для искомой кривой будем иметь 


уравнение: 0 —Н — \ Гах и, следовательно, урав- 


нение [.—0. Отсюда П= | Ух равно некоторой 
постоянной, и, следовательно, у==0. Итак, требова- 
нию удовлетворяет только прямая линия, совпадаю- 
щая с самой осью; и это имеет место для любой 
абсциссы так же, как в частности для а. 
ПРИМЕР ПИ 

16. /Тусть = 4х1 —- р? означает дугу кри- 
вой и пусть какой-нибудь функцией его будет 7; 
найти кривую, которая для данной абсциссы АЙ = 
—а сообщала бы наибольшее или наименьшее зна- 
чение формуле \ дах. 

Вследствие равенства 47 ==[ АП, [Г будет функ- 
цией дуги П; а так как 


4П = ахи1-р?, 
[2] = Ут -Е р? 


ТО 


—0 №] = 0, ЕЁ] —= ——_, 0] =0 
[м] ‚ [№] [ ] У т [ ] 
12* 


180 - - Л. ЭЙЛЕР- 


и т. д. откуда для искомой кривой будем иметь 
уравнение: 


НР 
°— 4 (утея (Н— (14*)). 
ИЗ которого следует, ЧТО 
_ р у 
СЕ (Н—\ 4х), 


где постоянная С должна быть определена так, 
чтобы при х = а было 


С=- ХО. 
УТ Р? 
Но так как —®__ не может обратиться в беско- 
Ут 
нечность, необходимо, чтобы было С —=0, и тогда 
будет либо —® = 0, либо \ [ах=Н. Из по- 
Ут 


следнего уравнения пслучится [. —=0, и, следовательно, 
П равно некоторой постоянной, сткуда вытекает, что 


аП = аху 1 -- р? = , 
условие, которое никаким образом не может бьть 
осуществлено. Из первого же уравнения следует, что 
р=0 или 4у=0, а это есть уравнение прямой ли- 
нии, параллельной оси АЙ и удовлетворяющей тре- 
бованию задачи для любой абсциссы. 


ПРИМЕР Ш 


17. Пусть П = > аху 1 —-р? означает поверх- 


ность круглого тела, возникшего от вращения 
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кривой ай вокруг оси АХ, и пусть 2 означает какую- 
нибудь функцию этой поверхности; найти кривую, 
для которой при данной абсциссе АГ —=а был бы 


максимумом или минимумом \ й ах. 
Вследствие равенства 42 = [. АП, Г. будет функцией 
от П = | уаху 1-Е р?, а так как 


аП==у4ху 1 -{ р?, 


то 
[2] =УУ 1-Е р? 
И 
ат” —а4 ] 5 УРар_ 
РИ 1 
откуда 


[М =0, [М] =ИТ-ЕР, =: 


остальные величины [0], [Ю|, [$] ит. д. все будут 
‚ равны нулю. Поэтому дя искомой кривой б)дем 
иметь такое уравнение: 


0= (н—\14*) ИТР — 
1 
(РЕ (Н— (14х) ). 


Положим, ради краткости, Н— \ [ах = И; тогда 


будем иметь: 
ах = а РР УР 


Ут 2 
—_ Ур? ах + Ууар + урау 
Т-Е 9? 3. Гр?’ 
У1-Ер 202 У! Рр 
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ИЛИ 
— Ууар __ Ууар 
так как 
У = — Гах. 


Положим для примера 7 = П, так что максимумом 
должно стать выражение | ах (у аху 1 -- 22; здесь 
будет [=1 и \ [Ах = х, и, кроме того, У =а —Х, 
ибо Н=—а. Далее будем иметь: 

(а— х) у4р 


(а— х) ах = р — урах 
и, положив а— х=и, так что Ах =—ё— аи и 
Чу — — р4и, найдем уравнение: 
_— __ иуар 
0 = иаи У Гу 
или уравчение: 
пуаи Фу _ 
иаиц — уау аа тая 0. 


Положим и=е и у=—=е!2, тогда 


аи — е# 4 и 4?и==0 ==е! (4% -- аВ) 


или 
Е — — а, 
далее 
ау—=е! (42-248 
и 


у —=е! (422 —- 2 4142); 
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после подстановки их значений в уравнение полу- 
чается: 
__ „27; 241 (82 + 24142) 
аЕ— 242 — 2 4 — (ага . 
Пусть далее 4—5 42, тогда 
а? — — 52 42? — $ 42 -- 45 42, 


и отсюда 


422 — — $ 42? — ира . 


Следовательно, мы будем иметь такое уравнение: 
252 42 — 24$ 
+ (1+ 5272° 

Это диференциальное уравнение между двумя пе- 
ременными $ и2, хотя и первого порядка, но все же 
оно не допускает интегрирования. Следовательно, еще 
менымне могло бы быть что-нибудь получено, если 
бы мы рассматривали вопрос в общей постановке: 


542 — 242 — $52? 42 —= 


ПРИМЕЧАНИЕ Ш 


18. Хотя в этом примере, где мы отыскивали кри- 
вую, для которой был бы максимумом или миниму- 


МОМ \ 4х | уах У! -- р?, и содержится двойной знак 


«/ 


интеграла, однако о1 может быть рещен также и мето- 
дом предыдущей главы; это стоит показать для того, 
чтобы уяснилось согласие обоих методов. А глав- 
ным образом при этом откроется новый путь для 
решения весьма многих других задач на максимумы 
и минимумы, который до сих пор, насколько из- 
вестно, не был затронут. 
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` Вопрос заключается в том, чтобы для данной абс- 
циссы АЙ=—=а стало максимумом или минимумом выра- 


жение \ 4х | аху 1-Е р?, преобразующееся в такое: 
х\уах у! Е р8— \ хуаху 1 -- р?. 


Для того чтобы это выражение сделалось максимумом 
или минимумом, необходимо, чтобы его значение при 
абсциссе АЙ ==а было одно и то же как для самой 
искоуой кривой а2, так и для кривой, измененной 
перенесением точки п в у. Итак, положим, что при 


х =а будет | ух у1 + р? = А и при том же усло- 
вии | хуах И Т-- = В 


После превращения э1!ементов по в элементы 
туо значение Д увеличится на свое диференциальное 
зчачение, которое, согласно предытущей главе, равно 

пу. ах (УТР — Та Ея) 

ах УТ 
по тем же правилам диференциальное значение вели- 
чины В получается равным 
ху 
у-4х (х хХИт-Е р? — Ш Е). 
ах Ч + р? 
Поэтому после перенесения точки п в у значение 
заданной формулы \ 4х уах У! - 2? для абсциссы 
&/ 

А2 —а будет равно 


[) [А (УТ) | 


—В— т (х4х 1 ЧЕ), 
ИТ — Ч 
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и оно должно быть равно первоначальному значению 
той же формулы для абсциссы, ‘равной а, т. е. зна-. 
чению, имевшему место до перенесения точки п,. 
а именно аА — В. Отсюда получится уравнение: 
о —д 
(а—х)ахи1 -- р? —а д @—® ур 1 — — 0, 
У! 
которое вполне совпадает с уравненисм, найденным 
в решенном примере. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш. ЗАДАЧА 
19. Пусть П есть неопределенная интегральная 


функция \ [2] ах, причем 
4[2} =[М]ах-[МУ] ау [Р] ар-- [4$] 44 -- [К] а"--... 


и пусть Г означает некоторую функцию как от 
этой величины П, так и от определенных величин 
х, у, р, 4, Г, $5 и т. д., так что 

47=—Г 4П--М ах--Мау-Рар{+ о аа Юаг+. 
найти кривую а2, которая для данной абсциссы 
АЙ==а` сообщала бы наибольшее или наименьшее 


значение формуле |2 4х. 
„Решение 
Возьмем приращение лу, которое придается одной 
ординате Л, настолько удаленным от первой орли- 
наты Нй, чтобы оно не вносило никакого измзнения 
в значение формулы | 2 ах, соответствующее абс- 


циссе ДН, и чтобы испытали изменения только те 
значения этой формулы, которые соответствуют сле- 
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дующим за Н элементам абсциссы, т.е. (ах, 7' ах, 
71ах, "4х и т. д., вплоть до последнего эле- 
мента абсциссы в точке #. Если приращения этих 
значений, возникшие от перенесения точли п Ву, 
собрать в одну сумму и приравнять нулю, то они 
дадут уравнение искомой кривой. Приращения же 
этих значений получим, диференцируя их и вписывая 
вместо диференциалов те значения, которые, как мы 
это наили в последнем предложении предыдущей 
главы и в первом предложении настоящей, возни- 
кают от перенесения п в у. Таким образом будет: 


а(7 ах) =ах(Га|П-- Мах - Мау-- Рар--...), 
а(7'ах)=ах(иаШш-Цм'ах + Мау-- Рар--...), 
а (2”ах) =ах (Г'аШш'--мтахМ"ау"--Р" ар" +...) 
и Т. д. 

Если теперь вместо диференциалов @П, аШ, аП" 
и т. д., ау, ау, ау" и т. д., ар, ар’, ар" ит. д., 
49, 49', 49" и т. д. подставить найденные выше 
значения и полученные выражения собрать в одну 
сумму, поступая по тому же способу, которым мы 


пользовались выше, то диференциальное значёние 
формулы | 2 ах для абсциссы АЙ =а получится 


/ 


равным 


та м (н— (1х) ЕАЕЕЫЙ + 


они) 


4х? 


— 
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®(19(н— дах) }  @ (191 (н—\Еах)) 


| ` ЯР, @0 48в | @а$ 
тах (М. т — ав Нан... }} 


а отсюда получится для искомой кривой такое урав- 


нение: 
0— [№] (н— | сах) Са), 


бе и- ем) аби 


аР 420 азЮ 5 
ЕАМ рр Е ая ав Гая т... 


где через Н обозначено то значение формулы 


| 2 ах, которое получается при х = а. Ч. т. н. 
ДОПОЛНЕНИЕ 1 
20. Итак, правило, найденное в предыдущей главе, 
расширено; теперь мы можем определить кривую, 
сообщающую наибольшее или наименьшее значение 


формуле \2 4х, в том случае, когда 2 является функ- 


цией не только определенных величин х, у, р, 4, Г 
и т. д., но также содержит в себе неопределенную 


интегральную величину | [2] 4х; лишь бы только 


®/ 


[2] было определенной функцией. 
ДОПОЛНЕНИЕ ИП 
21. Даже если в Д будет содержаться несколько 
таких неопределенных интегральных величин, это 
решение сможет быть применено. Действительно, 
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какое выражение вошло в диференциальное значение 
от одной такой неопределенной формулы, такие же’ 
возникнут от каждой, если их будет несколько, и 
присоединятся к диференциальному значению. 
ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
22. Так как С здесь предполагается функцией 
не только определенных величин х, у, р, 4, Гит. д., 


но также неопределенной величины п= [7] ах, то 


вследствие равенства 


‚ ай =ГаП-- Мах Мау-- Рар- 944-... 
величины Л, №, Р, О ит. д. будут содержать эту 
интегральную формулу 


П—= | [2] 4х; 


то же самое относится и к величине [, если П. 
входит в Х не только в первой степени. 
ДОПОЛНЕНИЕ ГУ 
23. По этой причине в найденном уравнении кри- 
вой будут содержаться интегральные величины двоя- 


кого рода, а именно \ тах и \ [2] 4х; вследствие 


®/ 


этого, если понадобится освободить найденное урав- 
нение от этих формул, то оно дойдет до гораздо. 
более высокого порядка диференциалов, чем пока- 
зывает сама его форма. 
ДОПОЛНЕНИЕ У 

24. А именно, мы придем, исключая эти инте- 
гральные формулы, к диференциальному уравнению 
на две степени более. высокого порядка. Действи-. 
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‚тельно, если после развертывания окончательное 
‚уравнение окажется диференциальным порядка п, то 
прежде всего определим из него значение формулы 
|1 ах и, произведя диференцирование, придем к ди- 


ференциальному уравнению порядка п--1, в кото- 
ром все еще будет. содержаться формула \ [ДП] ах и 
которое после упрощения и освобождения посрел- 
ством диференцирования от формулы \ [2] 4х перей- 
дет в диференциальное уравнение порядка п -- 2. 


„ПРИМЕЧАНИЕ 1 
25. Хотя число точек, через которые должна про- 


ходить разыскиваемая кривая, зависит от порядка 
лиференциальности, в этом случае оно не может 
быть спределено числом п --2. Действительно, хотя 
это диференциальное уравнение порядка п 2 и 
заключает в себе неявным образом п - 2 постоян- 
ные, но не все они произвольны. Одна постоянная 
определяется из того, что интеграл \ [2] 4х должен 
получить значение не неопределенное, а такое, ка- 
кое он получает в величине &, т. е. такое, которое 
исчезало бы при х==0, раз это условие будет пред- 
полагаться для формулы | 2ах. Затем равным. обра- 


зом одна постоянная определяется формулой (2 ах, 
которая, как мы положили, должна исчезать при 
Хх —=0. Поэтому останется только п действительно 
произвольных постоянных, которые дадут столько же 
точек, делающих задачу определенной. Следовательно, 
подобно тому, как это было в предыдущей главе, 
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задача, для ее определенности, должна ставиться та- 
ким образом, чтобы среди всех кривых, проходящих 
через заданные п точек, подлежала определению та, 
которая для данной абсциссы х = а давала бы наи- 


большее или наименьшее значение формулы \ 2 ах. 


Итак, для установления этих признаков нужно будет 
развернуть найденное уравнение, т. е. действительно 
выполнить все обозначенные диференцирования; по- 
сле этого будет видно, какого порядка получатся 
диференциалы, и этот порядок даст число п. Что 
еще, кроме того, можно заметить относительно этого 
числа п, мы увидим на следующих примерах. 
ПРИМЕР 1 

26. Найти кривую, которая для данной аб- 

сциссы АГ ==а сообщала бы значению формулы 


| ухах \ уах 
максимум или минимум, причем предполагается, 
4то интеграл \ у4х исчезает при х=0. 

Будет, следовательно, П=\у4х и []=у; от- 
сюда [^№] окажется равным единице, а остальные 
буквы [М], [Р],. [<] и т. д. будут равны нулю. Да- 
лее будет: 

# = ухП 
и 


ай =ухаП-- уПах-- хП ау, 
откуда будем иметь: 
[=ух, М=у|П, М=^хП 
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Р=Оо=А=...=0. 


Отсюда для искомой кривой получается такое 
уравнение: 


0—= (Н— \ ухах) ЕП, 
ИЛИ 
г 
\ухах=Н-х (уах, 
где через Н обозначено то значение формулы 
\ ух Ах, которое получается при х=а. Ясно при 


®/ 


этом, что отсюда совсем не получится уравнения для 
какой бы то ни было кривой: выполнив диферен- 


цирование, имеем: 4х \у 4х = 0, и, следовательно, 


у —=0, а это есть уравнение прямой линии, совпа- 
дающей с осью 47. 
ПРИМЕР И 


27. Найти кривую, которая для данной абс- 
циссы АЙ —а сообщала бы значению формулы 


| уах | ах ИТ р? максимум или минимум. 
Так как здесь 
П= | “ИТ -р 
то 


[2] = И 1-{ 2% 


— Р_. 
утка: 
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далее будет: 
й=—=у|, Г=у и М№М=1П, 
‚а все остальные буквы исчезнут. Отсюда таким об- 
разем для искомой кривой получится уравнение: 
Е (Нч 
ам“ 
ах | 


или ур-внение 


(48 р 


У 1-2 
— (И |4) ар ур ах 
5 УЕ. 
и УР 


И так как при х==а оказывается (у4х=Н, то 


в этом же случае интеграл 
|4 И =-— 
УЕ -{ р? 

будет равен дуге кривой, соответствующей абсциссе а. 
Это добавочное условие должно выполняться посред- 
ством определения одной постоянной, которая войдет 
при интегрировании. Полученное уравнение явным 
образом содержит диференциалы` второго порядка, 
но оно должно быть дважды продиференцировано, 
прежде чем оно освободится от интегральных формул 
\уах и (ах У! - р?; таким образом это уравнение 


дойдет до шестого порядка и будет неявным обра- 
зом содержать шесть постоянных; из них две опре- 
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делятся тем условием, что при х==0 формулы \ у@х 


и \ ах УТ - р? должны исчезнуть. Самое же урав- 


нение окажется настолько сложным, что не стоит 
предпринимать его рассмотрение. 
ПРИМЕР Ш 
28. Найти кривую, для которой при данной абс- 
циссе был бы максимумом или минимумом 


ах | 
— Ах. 
\ Р 7 

Здесь П= | у4х, [7] =у и [№|=1; затем так 
П 1 П 
как Й = -—, то будет [—=— и Р=—-, 
р’ у р р? 
остальные буквы исчезнут. Отсюда, следовательно, 


получается такое уравнение: 


ах 1 И 


а все 


ИЛИ 


__ ах, у 21 ар 
он “+2 рзах* 


ах 
Если теперь положить х==а, в каком случае | т 


становится равным `Ы, то будет 


уах— 2П ар , | 
Прбдиференцируем это уравнение; тогда’ окажется 
_- ах г ах 2уар _Зуар | 6Пар? _ 21 @р 
0 = — эт Ра р3, р. + р ах рзах } 
или 


— 0 = 3 ар? — 2урах ар — Пр а?р; 
а это. уравнение становится легко интегрируемым. 
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- — 
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Действительно, ссли его разделить на Прар, то 
получается 


интегралом чего является 
| — _ / ЧР 
СЗ 
ИЛИ 
СП? ар == р3 ах. 


Так как при х =а оказывается 


2Пар 
дх —= = 
7 р 


то из этого уравнения получится 
СПу = 2р?, 


чем определится одна постоянная. Будет, следова- 
тельно, | | 
Ш — ах — 2 урахар 
Сар 3 4р? — ра?р 
или 
2уарУ 4хар 


РУёр 


Это — диференциальное уравнение третьего порядка 


3 ар? — ра?р = 


1 
и поэтому кроме постоянной 6 (мы подставили -- 


рз 

вместо С) дает три новые постоянные. Из них одна 
П 

определится тем, что при х = выражение 5: ДОЛЖНО 


стать равным 2р?; другая же — из того условия, что, 
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_. зах 
при х==а, Ц должно быть равно нулю, или т = 0. 


Остальные две постоянные остаются произвольными, 
и поэтому искомая кривая должна определяться двумя 
заданными точками, через которые она проходила бы. 


ПРИМЕР [У | 

29. Найти отнесенную к отрезку АЁ ==а кри- 
\ ух ах 

вую аг, для кот рой ое был бы макси- 
уах 


мумом пли минимумом. 
Этот пример представилось нужным привести для 
того, чтобы было видно, как решаются вопросы та- 
кого рода, когда имеются две или несколько `не- 
определенных интегральных формул. 
Итак, пусть 
\ухах=П и ах = п; 
если положить . 
АП = [7] ах 
и 
ап — [2] ах, 
то будет 
__ [] =ух и [2]=у. 
Если теперь поступим с малой буквой [2] подобно 
тому как с большой [7], так что будет 


4 [2] = [т) ах -- [п] ау -- [Р]ар-..., 
то будем иметь: | 
[М] =у и [№] ==х, 
]3* 
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П 
и, кроме того, [п] =1. Затем, так как 2 —=—, то 
будет 


147—9И _ П4=. 
у п 
1 П 
Положим — = и = тогда, так как №, Р, 


О, Ю ит. д. равны нулю, будем иметь для искомой 
кривой такое уравнение: 


ое (4) [1 


|“ =н | ть 


(1 


где 


если положить х = а. Так как 


ах Па 
НХ | |, 
т т: 


то, диференцируя это равенство, будем иметь: 


Е — | “ЦА _Ш 


я о т ° 
Если злесь положить х = а, то должно полу- 
читься: Ц==пх. Продиференцируем предыдущее ра- 
венство снова, тогда получим: 


2 г ху ух |, 2Пу 
таят в 
ИЛИ т 
ху — п — 5, 
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Если произвести дальнейшее диференцирование, 
то будем иметь: 


ухах=пах-—- ухах —2пах = Чу 


у. 
ИЛИ 
у? 4х = п ау, 
т. е. 
уах 45. 
Ш У 


Но так как, при х ==0, п обращается в нуль, то 
в этом случае будет 


У?ах __ 
Чу —0. 
Уравнение же 
уах _ ау 
к у’ 


вследствие равенства ух == 4п, дает после инте- 
грирования п==фу; поэтому, при х=0, у должно 
истезать. Из уравнения же п == у следует удх = ау, 
а отсюда х = Ву — 610; а так как п, равное фу, 
должно исчезать при х—=0, то в этом случае ока- 
зывалось бы у=0, и кривая перешла бы в прямую, 
совпадающую с осью 47. Если же мы положим, что 


при х == 0 значение п = ( уах должно не исчезать, 
- ®/ 


а становиться равным дс, то будет х= 41-2. ; а это 


есть уравнение логарифмической кривой. Чтобы она 
стала вполне определенной, разыщем значение 


П = \ ух ах. 
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Имеем: . 
уах==ёау, 
откуда 
ух 4х —= фх ау, 


и, следовательно, 


П=жу — бп -Ё сопз 
или 


П == 629] =. — 68 + С. 


Если бы Ш при х=о0 или у= С: обращалось 
в нуль, то было бы - 


Ее 


Положим теперь х==а; тогда булег 


а 
1-. — = = , 
и, следовательно, 
а 
у = сеё, 


а в этом случае необходимо, чтобы было П==пх 
ИЛИ 


1 > 


9 ка 
Ь 


пбсеъ + 62 — 6%е8 = сбсеё , 
и 
и отсюда её —=1, так что будет либо а=0, либо 
р — со. Эта несообразность возникает от того, что мы 
предположили, что, при х =0, ЦП обращается в нуль. 
Положим теперь, что П исчезает в том случае, 
когда у=0, т.е. что 


И = 6291 =- — 63у-- 5 Е: >. 
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Тогда при х=а, в каковом случае должно быть 
| = пх = ап, окажется 


а а а 
абсе?. — 6%е8 -- 62 — Е = абсее , 
и отсюда 
| В Е 
8 (1_]8 
с (1 / с 
ИЛИ 
р = ы 
8 8. 
| [= (1-1 Е. 
и поэтому 
ау — 16) 


Х ————_——_——————____, 

[2 (1 _ [8 —( 

с 

Это есть уравнение, вполне определяющее кривую, 
так что ни одна ее точка не может быть взята про- 
ИЗВОЛЬНО. 

ПРИМЕЧАНИЕ П 

30. Итак, этой задачей решаются не только те во- 
просы о разыскании кривой, сообщающей для дан- 
ной абсциссы максимум или минимум формуле \ й ах, 
в которых 7 содержит кроме определенных величин х, 
у, р, г, 5$ и т. д. одну интегральную формулу 

П==\ [2] ах, 


- 


но также и те, в которых имеется несколько таких 
формул. При этом, однако, необходимо заметить, что 


эти интегральные формулы | [2] ах, содержащиеся 


в формуле 2, должны быть таковы, чтобы [2] было 
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определенной функцией, т.е. функцией величин х, у, 
р, 4, гит. д., не заключающей в себе сверх того 
никаких интегральных 4ормул. 

Поэтому отыщем теперь метод решения таких за- 
дач, когда эта функция [7] не будет определенной, 
а будет содержать кроме х, у, р, 4, г ит. д. новую 
интегральную формулу 

п == \ [2] ах. 


. 

Но чтобы решение не было слишком сложным, мы 
будем рассматривать диференциалы не выше второго 
порядка. Ибо понятно, что если решение будет вы- 
работано вплоть до диференциалов второго порядка, 
то посредством индукции оно может быть распро- 
странено до любого более высокого порядка. Для 
этой цели нам нужно будет обозначить первую орли- 
нату [{[ через у и представить себе, что третья сле- 
дующая за ней, именно №Ми==у”, увеличивается на 
часгицу лу. От этого увеличения появятся следую- 
щие приращения величин у, ри 4 с их производ- 
° НЫМИ: 


ПУ 

ПУ 2пу 

у’ = 0 Ар’ = ях 44' — 

и Г. ПУ р ПУ 
у —- ПУ Ар — ах 49 —-Р а. 


Этой таблицы будет достаточно для решения любых 
задач, что станет понятным из следующего пред- 


ложения, 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ ГУ. ЗАДАЧА 
31. /Густь 
п = \ [2] ах 


4 [2] = [т] ах -- [п] ау-- [7] ар -{ [91] 44, 
а величина [2] содержит в себе интегральную фор- 
мулу п, так что 
4[21 = 2 ап-| [М] ах -- [4] 4у-+ [Р]ар-- [91 94. 
Положим П== \ [2] 4х, и пусть 2 будет функция 


от х, У, р, а, а также от П, так что 
47 =ЬЕаП-- Мах-- Мау-- Рар-- 0944. 


Пра этих условиях требуется определить кри- 
вую а2, которая для данной абсциссы АЁ = а со- 


общала бы формуле (2 4х максимум или минимум. 


/ 


Решение 
Как было указано в предыдущем примечании, мы 
имеем абсциссу АЁ=х и ординату [М==у; пусть 


абсциссе 41 —х соответствует то значение (2 Ах, 
®/ 


которое не будет затрагиваться частицей пу Тогда 
диференциальное значение должно определяться из 
следующих элементов абсциссы, которым будут со- 
ответствовать значения 
Гах Пах, 7’ах, ГТах, ИМ ах ит. д., 

вплоть до последнего элемента всей заданной аб- 
сциссы 47, именно в 2. Диференциальные значения 
отдельных этих членов мы найдем посредством 
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диференцирования, подставляя вместо диференциалов 
Чу, 4р, 44 значения, указанные в предыдущем ‘пара- 
графе. Будем, следовательно, иметь: 


4(2 ах) = ах (ап+°”), 


а ("ах == ах (ар ре 20.) 


Пл Соя | 0"-пу\ 
НЫ и), 


а" ах) — ах та, 
4(7Мах) =ах ИУай\У ит. д. 

Остается определить через пу диференциалы АП, 
а, аЦ", аП"! и т.д., т.е. найти диференциальные 
значения величин П, п, П", П" ит. д. Имеем: 


Й = ( [21 4х, 


*/ 
| 


= (121 4х + [2] ах, 
Ц” =\ [21 4х + [2] 4х -- [2] ах, 
Ц" — \ [7] ах + [2] ах + [21 ах + [2] ах, 
ПУ = [[2рах + Гар ах [27 ах + [2] 4х [2"' ах 


и т. д. 
Здесь надо заметить, что диференциальное значе- 


ние ‘величины | [2] 4х равно нулю, готому что ча- 
стица п не вносит никакого изуенения в абсциссу АГ, 


к которой отнесен? \ [2] ах. Следовательно, при- 


дется отыскивать только диференциальные значения 
диференциальных членов [7]4х, [б]ах, [7] ах 
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и т. д. А здесь будет: 
[2 ах) = ах (ГАат-- 91), 
Р у 2 [ОТ]. пу 
ат ах) = ах (лат 6 Г), 
4 ([2"] 4х) = 
—ах (Ш ап" [М] + пу — 


[р ([2'"] Ах) — Ах: [2""] фп!", 
4 ([21\] ах) = ах. [ИМ] ам 


и т. д. 
Теперь подлежат . определению диференциальные 

значения величин п, п', п", п" ит. д., которые нужно 

подставить вместо (п, 4п', ап" ит.д. И так как 


— \ [2] ах, ` 


а в [2] по предположению не содержатся диферен- 
циалы выше второго порядка, то диференциальное 
значение п, т.е. ап, окажется равно нулю, а для 
нахождения диференциальных значений остальных ве- 
личин п’ п" п" и т.д. надо будет заметить, что 


\ [2] ах, | 

:-| [2] 4х -— [г] ах, . И 
\ ах -- [а ах + [2] 4х, в 
С [2] ах + [2] ах - [г] ах - (г ах, 

= | [2] ах + [ах + [2] ах + [2'] ах [2] ах 


[РР]: пу 1 [9”]. лу 
ах т 4х? } 


и 


т 


тей! 


НТ. Д. 
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Но мы будем иметь: 


аа ах) = пу-ах 1, 


4([2] 4х) = п». ах (1 г 


а ([2"ах) = пу. ах ([^"] — и —- Ч) 
4([2"] ах) = 0, 
а ([2Мах)=0 


и Т. д. 


Из этого, следовательно, получится: 


п =0, 

фт! = пу. 4х. 1, 

4" — пу. ах [М м — =) 
ап"! — пу. а х (и — гр +) 
Ат\ — пу. ах ([и"] — а т Я) 


НН 


У — м Н 
п — ° 
4 пу. ах | [п] — Я 
и все следующие значения будут равны между собой. 
Так что если подставить эти найденные значения в 
выше выведенные формулы, то будем иуеть: 
[4] 
4 ([2] ах) = пу.ах. хе} 


вах) == п-ах (ЛР 219, 
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а ([2'] ах) == пу. 4х ( [1] ах (21 О ей АОИ 


ах? 
" Е Ть [971 
Нм), 
4([2" 4х) == пу- ах. и рах ([и"] — в +], 


алх2 


4([21] 4х) = пз- ах. [ах ([п"| — г 1 ), 


ах? 
а([2У] ах) == пу.4х: [2] ах ([""] — ен) 
И Т. Д. - 


Отсюда далее выводится: 


АП ==0, 
а —=пу.ах. С, 
дев (ила РФ 


а лоак (ил [7 — ИА | 
9—1. 
Сам = лу ах [ах (и — Е 
Ч ИИ 
Ем Ч + “ая | 
аНУ-=и“- ах ((тах-- [Е ах) т а) 


ПАЛ 
++ [А — +) 
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Из этого, наконец, выведутся следующие равенства: 


4(2 ах) =: пу-4х. р 
4 (2' 4х) == п. ах (пах. 99 2-28), 
4(2" ах) == ту-ах (тах (итах. И НЕ — 
я) м — 1 р 0" 


а( тах) тах тах (ТЕНИ — ЧЕТ | 
Я, 
а (24а у—ту- ах. ах ( [тах ([1”] 1-98) + 
Ч: [Е ЧА + [1419] + [МН — 4 
4(2Уах) == пу-ах Мах (трах -- М ах) (№ — 
9 Ри + [" [71 — МАЕ] | 
+ Чая |, 
(2% ах) == пу-ах Мах (ит ах [ИМ ах -- 
+ Та) (М — М) -- [7 — 
мала ила { у" -— 421 419}. 


4х2 


Чтобы удобнее было сложить между собой эти 
значения, положим ради краткости: 


[А] == [м] — 9 | А 


Ча ах? 
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= я — 2 


Чл 
Ч [РР | а © 
И “аа 


Сумма всех этих значений, т.е. диференциальное 
значение заданной формулы (дах, будет равняться 
следующему выражению: = у 

пу. 4х ([м-“ ©) = 
-- пу. ах (Е[7— О | у. х- [1] [9] + 
пух ("ах имах--1Мах +... .+ ит. д. до 2)-+ 
‚ лу. ах: [В (ах Ш" ах мУах([Ита«-Н[ЫУ]ах)-- 
Ма Чах-Н[ ах Мах) ИУЧах[ "ах 
+ мах [У] ах + И ах)-... ит. д.). 
Здесь, следовательно, имеются два бесконечных 


ряда, восходящих от предела [Ё1/ до (2, причем сумма 
ряда "ах + П\4х-- [Уах--... может быть вы- 


ражена через н—\ [ ах, где Н представляет значе- 


ние \ [4х при х==а. Чтобы отыскать значение вто. 

рого ряда, положим его сумму равной 5$, так что 

$= [Уах[ГТах-1Уах (Ш 4х 4 [ИУ] ах)-№.. 
Возьмем следующее значение: 


5' =$ - 4$; 

будем иметь: - 
о 9-95 = ах. [ПУ] ах-- 

+ [Мах ах + ИУ ах) -...; 
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вычитая это значение из начального, будем иметь 
остаток: 
— 45 — ПУ" ах 1 [аж УЕ" ах... 
или 
— 4$ = [["] ах (Г Тах 1Уах-- ГУах-.. 
и поэтому. 
—45=ШтТах(Н- (ах), 

что после интегрирования дает: у 

$=@— | [2] ах(Н— \ Г ах), 
где постоянная С выбрана так, чтобы 5 обращалось 


в нуль, если положить х==а. Найдя это, получим, 
что диференциальное значение заданной формулы 


(Хах равно: 
пах (М-Н -Е[Р — ЕН | 


ах? 


НАЯ (н-— | 14х) (ла Че 
Ч) + 
+(6- ‘пах(н— тах) (м —Ч7 9). 


Это выражение может быть преобразовано к сле- 
дующей форме, с помощью которой легче будет со- 
ставить диференциальное значение в том случае, когха 
как в 7, так и в [7] и [2] будут солержаться ди- 
ференциалы более высоких порядков, чем второй. 


А именно, диференциальное значение формулы | 2ах: 


соответствующее абсциссе 42 —а, будет равно: 
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аР | 4209 _а3Ю | @$ + 


ах Г аж аз гам ‘°’° 

+ пу-ах ([М нь 49) 
+ 4? ( [©] и у ах} _ а ([8] “—) гал)) . 
и 149) .. .) -- 
лу. 4х (и (@ — | Шах (Н— | Еах)} — 


ОИСИ 


пу-4х(М— 


ах 
4? ([] (@ —*\ Шах(Н-— \ Е ал). 
бое киа. 
43([1] (@— [Лах(Н— гах,) 
— Не) ..). 


Найдя лиференциальное значение и приравнивая его ну- 
лю, мы будем иметь уразнение искомой кривой. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
32. Итак, найдено диференциальное значение фор- 
мулы \2 4х, имеющее место для более общего слу- 
чая, чем тот, который был принят в предложении: 
а именно, каков бы ни был порядок диференциалов, 
содержащихся в величинах 7, [7] и [2], данное ре- 
шениг будет служить и в том случае, когда будет 


42 =ГаП-- Мах -- Мау Рар-- 9 94- Ка! -... 


14 л. Эйлер. 
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и когда при условии 4П = [7] 4х окажется 


а[2] = [2] ак -- [М] ах -|- [М ау-- (Р ар-- 
= [9] аа + [® 4а”-.. 


ит. д., а также и тогда, когда при условии @п == [г] ах 
будет 


4 [2] == [т] 4х -|- [и] ау -- [р] ар + [91 949 + 1 4"... 
ДОПОЛНЕНИЕ П 


93. Поэтому, если положить: 
НЫ— \ Гах =Т 


в— \ Шах(н - ах) = у, 


то диференциальное значение будет равно 


пух (Мф...) 


4х? ахз | 
а[Р]Т) а? Г &(Ю]Т 
Нету ах (мт АР ЯР...) + 
а У), а? У) __ 43 ( у 
- лу. 4х ([и] | ЧР | аи РУ 1. .). 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
34. Отсюда следует, что уравнение искомой кри- 
вой будет таково: 


0 — М-+- [№] тшу АР ЕЕТ У) 
ев 4 (ЕТУ) | 


тит ттт писем мыть ив чип бе = 


Закон этой прогрессии, если бы понадобилось боль- 
шее число членов, сам собой ясен. 
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ДОПОЛНЕНИЕ ГУ 


35. Отсюда вытекает, что можно будет решать да- 
же и такие задачи, в которых & заключает в себе 
не одну, а несколько неопределенных интегральных 
формул П; а также если и [7] содержит в себе не- 


сколько таких формул п== [2 Ах. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 


36. Наконец, хотя мы и положили, что [2] есть 
определенная функция, однако по индукции отсюда 
явствует способ образования диференциального зна- 
чения и в том случае, когда [2] будет содержать в 
себе неопределенную интегральную формулу. 


ПРИМЕЧАНИЕ 


37. Таким образом решение этой задачи имеет 
весьма широкое значение, потому что оно заклю- 
чает в себе не только все предыдущие задачи и 
удовлетворяет самому заданному случаю, но также 
может быть по индукции применено к каким угодно 
более сложным случаям. Чтобы легче было понять 
это, положим, что сверх того в[2] содержится инте- 


гральная формула п = \ сах, так что 


а [2] = [1 ап + [т] ах + [п] ау + [р] ар--[9] 94 --..., 
причем 


4 = вах --у4у-- фар + уаа-... 
14* 
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Теперь для определения диференциального значения 
кроме двух интегральных величин Г и У должна 
быть определена третья такая, чтобы 


И=Е—\ 4х (@—\ 14 ах (Н— \ 14х)} 


исчезало при х==а. При этом условии диферен- 
циальное значение будет равно 
пуах ( М--МТ- м] У — 
_ЧРЕМТЕУТУЙ с 
ах 
@ (9 -- [9] Т+[У-УИ) 
+ ( [9] [9] н _...). 


Аха 
Поэтому нельзя „будет и придумать такую формулу 
максимума или минимума, которая не содержалась 
бы в решении или не была бы составлена из таких 
формул, на которые распространяется это решение. 
Более того, можно было бы развернуть это выраже- 
ние до бесконечности, если бы каждая неопреде- 
ленная формула заключала в себе новую неопределен- 
ную интегральную формулу: в этом не было бы 
никакой трудности, кроме подыскания достаточного 
числа букв. Проводить это дальше нет необходимо- 
сти, но полезно будет разобрать один основной слу- 
чай, когда в формуле \ [2] 4х, которая дает значе- 
ние П, сама величина [7] снова содержит П. Дей- 
ствительно, в этом случае цепь таких интегральных 
формул протягивается до бесконечности; ибо` если 


4[2] = [В ай -- [м] ах -- [№] ау-- [Р]ар-- 
- [9] аа ..., 
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то здесь 4П будет снова тем же самым, чем раньше 
было 4п; и так как 4П == [7] 4х, то снова появляется 
то же самое уравнение: 


а[7]=[Пап- [М] ах [Мау-..., 
и таким образом рассмотрение интегральных формул 
нигде не оборвется. Мы рассмотрим этот случай как 


потому, что он принесет нам большую пользу, так 
и потому, что он допускает изящное решение. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ У. ЗАДАЧА 


38. Пусть П задано только посредством дифе- 
ренциального уразнения АП = [7] 4х, в котором [2.] 
кроме принадлежащих кривой селичин х, у, р, 4, 
гит. д. содержит самую величину П, так что 


4[2] =[4 ап -- [М] ах -- [№] 4у-- [Р] ар-- 
- [9] 44-—..., 
и пусть 7 есть некоторая функция от Пи х, у, 
р, аи т. д., так что 


ай =ГаП-- М4ах-- Мау Рар-- 94+ ...; 
найти кризуо, для которой при данной абсциссе 
АЙ —=а (черт. 4) была бы макссмумом или+мини- 


мумом формула \ дах. 


Решение 


Положим, что диференциалы, имеющиеся как в 7, 
таки в [7], не превосходят второго порядка, так 
что частица пу не вносит никакого изменения за 
точку абсциссы Г. по направлению к началу; несмотря 
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на это, можно будет получить вполне общее реше- 
ние. Итак, пусть абсцисса АЙ =хи ордината [./ == у. 
Интеграл |2 4х не испытывает никакого изменения от 
прибавления частицы пу к ординате № = у”, и его 
диференциальное значение будет равно нулю. Поэтому 
диференциальное значение формулы \ ах, посколь: 
ку она распространяется на всю абсциссу АЙ, опре- 
делится в зависимости от элементов Дах, 7!ах, 
7'’ах, "4х и т. д. Диференциальные же значения 
этих отдельных элементов мы найдем, если проди- 
ференцируем их и вместо диференциалов 4у, ау’, 
ду", ар, ар’, ар" и 44, 49', 449" подставим значе- 
ния, указанные в 5 30. 

А так как в эти диференциалы, кроме того, вхо- 
дят АП, аП', аП" и т. д., то положим, — до тех пор, 
пока мы их не найдем, — что их значения, возни- 
кающие от пу, таковы: 


АП = п»-а, АП"! — пу-0, АШ\ — пу.т, 
АП! — пу.В, АШУ — пу. $, АПУ = пу. 9 
аП" = пу-т, АПУ = пт.& 

ит. д. 


Отсюда, следовательно, диференциальные значения 
булут таковы: 


(7 ах) =: пу: ах (14+ ав) ) 
а(7' ах) = пу. ах ив 1%) 
Паула + 
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а (7'"ах) = пу. ах Ив, - 
а (7 ах) == пу. ах Пе, 
а (2У ах) = пу. 4х1 
и т. д. 

Чтобы определить теперь значения букв а, В, 1, 
9, зит. д, заметим, что АП, АТ, аП" и т. д. 
являются диференциальными значени;хми величин П 
п’, П" ит. д. А мы имеем, что 


— \ [2] ах, 
= ( [7] 4х -— [2] ах, 
Ц" = [71 ах Е [2] ах ++ [2] ах, 
п= [21 4х [2] ах + [2] ах + [2 ах 
ит. д., где \ [2] 4х, по предположению, не затра- 


гивается частицей пу. Итак, нужно отыскать диферен- 
циальные значения формул [7]ах, |7 ах, [0"ах 
ит. д.; находим: 


4([2] 4х) == п».ах (21 а +, 


а ах) == т.к (ИВ ТО), 


4([2"] ах) = пу. ах (1 ]т- [№] — г ри =), 


а [7] ах) == пу ах Ш" ]5, 
а ([27\] ах) = пах ПАУ], 
4([2У1 ах) = п». ах [27] $ 


ИТ. Д. 
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Отсюда, таким образом, получается: 
АП =, 
а ==пу-ах( [1 а), 


ах? 


АП" = пу-ах( Да + ВТ НОГ), 


4х? 
ап!" = пу-ах( [Е] -"В-[Му- [м -— 1 -- 
“аа ). 
АТИ — пу. 4х []а-- иВ- [4]у- "8-+ 
р 
АПУ = и». ах ( Ла-+ [278+ Му а 
Не-а +) 


и т. д. 
Сравнив это со взятыми значениями, будем иметь: 
а — 0, 
= [Л аах-- ©, 
у=ах (а + [2] в Ее — [4] ыы ) 
9 —ах (Газни -НА " Ч) , 


= ах (Па - И-НШ"8-Н— 


_ а а + 4? [4] 
4х? 
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А из этих уравнений получается: 


Я =—0, 
__ [9] 
о, 


= [29 + [77 — Я, 
6 == [1'] [91-Е [1] [Е [9] [И [Р] ах — 
— [21 [9] —2 [1] 4 [9] + [Мах — 
а", 


ИЛИ 
= [4] [9] ах - [1] [Р] ах — [9] а — 
ао] кф 1. 


Отметив это значение 5, будем иметь далее: 


е=6 (1 -1- [[""] 4х), 
СВЕ [1] 4х) (1 - [4%] ах), 
1—0 (1-Н [1 | 4х) (1 -Е [12| 4х) (1 -- [У] ах) 


ИТ. Д. 


Найдя эти значения, мы убедимся, что дифе- 
ренциальное значение, соответствующее элементам 
ах-- 2'ах-- 7' 4х, будет равно: 


пух (МЫ 9. О РЕ + ЕР] — 
__ [9] 4+ 214 о) 
ах ' 
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Диференциальное же значение всех следующих эле- 
ментов, вплоть до &, если положить 


| [аш 2114 [9] 
и = [7 [9] ЕР — ее + 
м ЧР 1 


ха 


или $ = И 4х, будет таково: 


пу. ах (ИТах + ПУах (1 Шах) 
мах ии ах) а -- м а 
= УД т + [М" ах) (1-Е [ИУ] ах) Ж 
Хх (Е -- [1] ах) +...) У 


Теперь нужно отыскать последнюю сумму; для этой 
цели напишем [ вместо Г" и [[] вместо [["'", и 
пусть сумма, которую мы ищем, равна $, так что 


= ах- Мах (1-Е [Ш ах)-+ 
"ах (1-- Шах) (1 Шах) 
"ах (1 —- [2] Ах) (1 -- [7] ах) (1 -- [2] 4х) + ... 


Со:тавим теперь из этого $ следующее за ним зна- 
чение: 
—=$-|- 45; 
будем иметь: 
$ а5=—=Пах-Н 1" ах (1-- [[] ах) -|- 
+ И" ах (1+ [1] ах) (1-+ Шах) 

Отсюда следует, что 
— 4$ =Бах + И Шах Шах ах (1 ах) 

-- [ах ах (1 [М] ах) (т Ш]ах) -..., 
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и так как этот ряд может быть приведен к преды- 
дущему, то окажется: 

— 45$ =[ах- $5! [Ц ах 
или, вследствие 5" = $5, 

а5-- $[Пах —=— Г ах, 
а это уравнение после интегрирования дает: 

р | се | И 


} 
где постоянная С должна быть определена так, что- 
бы при х=а было 5==0. Таким образом значение 
ряда $ будет равно 
— | [С] ах [1] ах 
‚ (Се) Га 


*/ 


х). 


Отсюда получается для заданной формулы слелую- 
щее диференциальное значение: 
4 
пу-ах (Мао -- МЕ В] — 
А | $ (99-1 


ма © о 4 [©] 
— ах = [М] — та ), 


которое преобразовывается к такой более удобной 
форме: | 

а ([Р] $) |4? [9] ”)) 
пн (М д а НМ и). 
А отсюда можно вывести диференциальное ` значение 


формулы \ Сах, в том случае, когда как в С, так и 
в [7] диференциалы восходят до любого порядка. 
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Для этого положим то значение интегра‘ьной фор. 


[Па 
ее 


мулы Г ах, которое она принимает при х —а, 


равным //, и напишем ради краткости У вместо вы- 
ражения 


— х а 
е ри“ (ие ^рах): 


тогда диференциальное значение будет равно 


пах (М-- МУР 
42 (0 -- [9] У) @(Ю-+[“У) 
ей ими.) 


А отсюда для искомой кривой получится такое урав- 
нение: 


о=меми — Р-Р), НУ 


ах Г. ах? 
__ @3 (Ю + [®]У) 4 ($ - [3] У) _ 
4х3 Аха .’° 
Ч. т. н. 
„ДОПОЛНЕНИЕ 1 


39. Итак, это предложение служит для решения 
задач, в которых формула максимума или миниму- 
ма \ (4х содержит такую величину П, которая не 
может быть выражена даже интегральной формулой 
из относящихся к кривой величин х, у, р, (4, г 
и т. д..и определение которой зависит от решения 
некоторого диференциального уравнения. 

Действительно, мы имеем: ДП =[2] 4х и предпо- 
лагаем, что [0] как-то заключает в себе самом ве- 
личину П. 
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ДОПОЛНЕНИЕ П 
40. Заслуживает быть отмеченным случай, в кото- 
ром [== [[], потому что тогда формула (г! Гах 


становится интегрируемой, причем интегралом будет 


[2] ах 
служить выражение е ‚ так что если при х =а 
[ДП] ах 
величину е обозначить через Л, то будет 
— [ илах 
У = Не — 1 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

41. Этот случай имеет место главным образом тог- 
да, когда разыскивается кривая, для которой сама 
формула п= [2] 4х была бы максимумом или ми- 
нимумом. 

Действительно, тогда й==[2] и отсюда [==[Ц, 
М= [М], М№= [М] и т. д. Отсюда, следовательно, 
‚ диференциальное значение будет равно: 


(ше аные“ 
пу. ах (Ме ] — + 
аа | 
т ... 
и уравнение кривой будет: 
лет ве 1% 
0— [№Ме — ых -- 
ое 


\2 
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ДОПОЛНЕНИЕ ТУ 


42. Так как величина Н, зависящая от заданной 
абсциссы АЙ = а, посредством деления исключалась 
из этого уравнения, то очевидно, что в этих слу- 
чаях кривая, удовлетворяющая требованию для одной 
абсциссы, будет тем самым удовлетворять требова- 
нию и при любой другой абсциссе, так что эти за- 
дачи сходны с теми, в которых величина 2 есть 
определенная функция. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 
43. Итак, если величина П == \ [2] 4х должна стать 


е/ 


максимумом при условии, что 
4[2] ={Н ап + [М] ах -- [№] ау-- [Р] ар + 
+ [9149 ..., 
то можно будет указать кривую, которая для любой 


абсциссы только одна булет обладать этим свой- 
ством; природа ее выразится таким уравнением: 


— шах _ а (Ре 


) 
и 
12 (9 е_ __ 


Ч.х? 


0 — [№] е 


Кроме того, из ‘этого уравнения, если развернуть 
отдельные его члены, исключится не только показа- 


-- |} ах 
тельная величина е | ‚ Но даже и сама инте- 


гральная фо2мула \ [2] ах. 
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ПРИМЕЧАНИЕ 1 

44. Это предложение: весьма полезно в вопросах, 
имеющих ту особенность, что заключающиеся в них 
неопределенные величины не могут быть выражены 
через интегральные формулы, а требуют построения 
диференциальных уравнений. 

И это решение одинаково имеет место, заключает 
ли в себе формула каксимума или минимума одну 
такую величину Пили несколько; если есть несколь- 
ко таких величин П, то будет и по нескольку зна- 
чений букв Г, [[1, [М], [МЬ [2], [9] ит. д., а 
также буквы 


У =е 


) 


— | Шах | [2] ах 
(н—(е1 } 


которые, будучи все одинаково введены найденным 
способом в диференциальное значение формулы |2 4х, 
дадут уравкение кривой; и действия будут совершен- 
но сходны с тем, как если бы имелась только одна 
величина П. А так как эта буква П, абсолютное зна- 
чение которой не может быть выражено через вели- 
чины, относящиеся к кривой, остается почти во всех 
членах, то уравнение кривой, которое мы находим, 
будет состоять не только из букв х, у, р, (0, г 
ит. д., но будет также содержать саму эту величину П 
и другие интегральные формулы, болышей частью 
зависящие от нее, как \\ [2] ах и Гах. Поэтому, 
чтобы получить чистое уравнение, т. е. ограничен- 
ное только буквами Хх, у, р, 4, г и т. д., надо к 
найденному уравнению, после того как оно освобож- 
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дено от интегральных формул \ [1] ах и | Е 4х, при- 
соединить уравнение &П = [2] 4х и при помощи его 
исключить величину П. Хотя таким образом мы при- 
ходим к диференциалам более высоких порядков, 
однако не следует думать, что будет столько же 
произвольных постоянных. Действительно, как само 
уравнение 
АП = [21 ах, 

так и остальные предыдущие уравнения требуют при: 
дзния им известной определенности, откуда опреде- 
лится несколько постоянных. 

Между прочим заметим, что правильность этого 
метсда может быть подтверждена предыдущими спо- 
собами, когда уравнение 4П == [7] ах таково, что допу- 
скает интегрирование; ибо тогда те же вопросы можно 
будет решить изложенными ранее методами и отсю- 
да наблюдать их согласие. Так, если [7] состоит 
из х и[П, тогда очевидно, что Ц — некотс рая опреде- 
ленная функция от х, и решение относится к пре 
дыдущей главе. И это рэшение покажет то же самое; 
действительно, так как в этом случае 


[м] =0, [Р]=0, [9]==0 
и т. д., то уравнение кривой будет 


_‚ ар @0 
Ом -..., 


т. е. то же самое, которое получается предыдущим 
методом. Применение же этого решения отчетливее 
уяснится на нескольких примерах. 


— 
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ПРИМЕР 1 


45. Найти кривую, для которой достигала бы 
наибольшего значения величина П, при условии 


АП —= 2. ах —аП"аху 1+ р?. 


Этот вопрос встречается при разыскании кривой, 
‚ опускаясь по которой в среде, сопротивляющейся 
пропорционально 27-Й степени скорости, тяжелое 
тело получает наибольшую скорость; здесь П озна- 
част квадрат скорости, а г — силу тяжести, действую- 
щую по направлению оси АЙ. Следовательно, этот 
вопрос относится к случаю, изложенному в допол: 
нениях Ш, ПУ и \У, где было 


2 = [2] =&—а У 1- р”, 


так что кривая, удовлетворяющая требованию для 
одной абсциссы, будет одинаково годиться и для 
всякой абсциссы. Так как 


47 == — ав" ‘аПи1 2— ЭП рар. 
И1-Ер ИЕ 

то 

[2] = — аи У1-+ р, [М] =0, 

ПИР 

№ —0, Р| =—- —_ , =0 

[м | УЕяе [© 
ит. д. 


Отсюда для искомой кривой находим такое урав- 
нение: 


о—=а(ве 9“) 
15 Л. Эйлер. 


226 = Л. ЭЙЛЕР 


ИЛИ 


[Р]е_ ша С, 


и следовательно, 
— | [2] 4х = — ПР], 
откуда 


а [Р] 


[2] ах = ТР] 


Если подставить ‘сюда вместо [[] и [Р] соответ- 
ственные значения, то получится: 


аа" аку т = Иа — ИР р 
(ИТ р, 


и отсюда 
п-1 —_5___ ИЧП _ ар _рар __ 
ап" ахи 1 р?= т г фт = 
___ Ар п ап 
_ Ра) И 
ИЛИ 
П ар 


0 —=паП-- ап П" ах У! РР’ Там. 


Чтобы исключилось П, нужно присоединить это 
уравнение к следующему: 


аП--аП”ахуи1- р? = вах, 


откуда тотчас получается равенство: 


— Пар 
ЧТ И 
И 
П — — "224 ат). 


ар 
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Это уравнение, после того как будет найдена 
кривая, тотчас дает скорость тела в любом месте 


кривой. 
Положим: 
ах = — Гар , 
п; 
тогда 
П = рЁ (1 р?) 
И 


аП =р9! (1-|- р?) -- #ар(1 { 3р?); 
отсюда получится уравнение: 
раЁ(1 -|- р?) -- Е ар (1 -- Зр*) — 
меча" "ар тар 
п п 


) 


которое преобразуется в следующее: 
пр 41 (1-- р?) -- [ар (п + 1- 3пр?) _ аар 
п-1 _ пар? ° 
ла рп+1 (1 -|- р?) 2 
Интегралом последнего уравнения будет 
1 а, в 
ОИ =— -- 


_ ПЕР Г пЕ 
пт рп+1 (1 ра)" 2 5 


ИЛИ 


—. 


в = (1- 3р) Ир" (1-1 р?) "3, 
и отсюда | . 
К 


— т 
1 п—_—_—_— 
РИ „Иа 


15* 
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Следовательно, 
—а 
ах —= —_ , 
ах 
пр(1 +2?) У вт-1(а- р) 


= 


т ИЕ 
п (1 -+ 22) “Г вп-1 (а- Вр) 
ИТР 
— пар‘ 
| ар "/ЕуТЕр 
ив] РР ар 
| ар П/У! р? 
7 лв Г-АуИ а 


Отсюда следует, что величина П нигде на кривой 
не может быть равна нулю, поэтому уже в начале 
кривой П будет иметь некоторое определенное зна- 
чение. Чтобы более уяснился характер кривой, отме- 
тим, что, как следует из уравнения 


И отсюда 


Итак, 


Ц —_— "Е РАХа) 

ар ’ 
значение 4р везде должно быть отрицательным, так 
что кривая будет вогнута в сторону оси. И так как 
значения р при удалении от начала кривой умень- 
шаются, то в самом начале кривой р будет иметь 
наибольшее значение. Поэтому положим начало кри- 
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вой там, где р = со. Пусть АР (черт. 6) — вертикаль- 
ная ось кривой, По направлению которой сила тя- 
жести 2 влечет тело вниз, и Пусть г 
Аа — горизонтальная касательная в 
начале кривой А; здесь тело на- 
чинает движение по кривой со ско? 
ростью, квадрат которой равен 6. 
Следовательно, Полагая р == со, бу- 


дем иметь: Г 
5—1 8. ^ 
р 
или 
Вб" = 5, 
откуда 
= 
рп ` Черт. 6. 
Далее для сохранения единообразия пусть будет 
__ 1 
— т 


Теперь если искомая кривая есть АМ и если по- 
ложить АР=х, РМ=уи йу==рах, то в точ- 
ке М квадрат скорости П будет равен” 

п/ И! 7? 
р" -- дер ' 


и там, где касательная к кривой будет вертикальна, 


рЕ 


квадрат скорости будет равен ВУ Е. Построение же 
кривой выполним так, чтобы было. 
Е \ ар п/р у! + р? 
= — — | ——— и 
пе] Р(1- 2%) пт -- в"р 
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__ ИТР? 
=” | Ви вр 


Затем заслуживает упоминания особенное свойство, 
выражаемое отношением между центробежной силой 


опускающегося тела, которая равна ИННЫ 
и нормальной силой, которая равна — 8". 
ИТ + р. 
Если положить центробежную силу 
21 __ --2.Пар 
радиус кривизны — 3 
ах (1 р)? 
&Р 
равной Р, а нормальную силу —2—— равной С, 
ИТР 
то из уравнения 
П — — парах (1 2?) 
ар 
ИЛИ 
ИР С: ЛИНИИИИЕ ЛИ 
3 ИЕР 


ах (1.9 

отношение между центробежной силой РГ и нормаль- 
ной силой С определится, следовательно, так, что 
Е = 210, т. е. нормальная сила будет относиться 
к центробежной, как 1 к 29. 

Тело, опускающееся по кривой АМ и начина- 
ющее движение в Ас данной скоростью, будет иметь 
в любом месте М, соответствующем абсциссе АР, 
ббльшую скорость, чем если бы оно опускалось по 
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какой-нибудь другой кривой с той же начальной 
скоростью. Разберем здесь два главные случая. 

1°. Пусть сопротивление пропорционально квад- 
ратам скоростей; тогда п—=1и Ё=20. Для кри- 
вой же будем иметь: 


р(В-- 21-9 
и 
т У ЛИНИИ 
(6 -- ар) УТ т’ 
и дуга кривой 
| Ар р -|- 2АР 
дм —— в \ р — Е . 
р (В 8®р) Ст! р 


Положим дугу АМ равной $; так как она должна 
исчезать при р == со, то будет 
Е: -- 2ЁР. 
8ЕР 
и отсюда . 
е* дир = 6 | 81р, 
и следовательно, 


$ 


_ ЧУ 
р = 5 — ах ` 
в | 
Отсюда вытекает, что 
рах | 8Е 4у = сей ау. 


Далее, уравнение 


ар 
2 | | ($ --&РУТ-Р., 
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после интегрирования даст 


БЕ ] (р -- ар) (НУ 62 - 224?) 
И-М (рф - Убе (Гр) 
2°. Пусть сопротивление будет пропорционально 


„у = 


1 
самим скоростям; тогда окажется П==о и Р= (Ц, 


т. е. центробежная сила будет равна нормальной 
силе. Так как эти две силы взаимно противоположны, 
то требованию удовлетворит та кривая, которая со- 
всем не испытывает давления со стороны опускаю- 
щегося по ней тела. 

Здесь будет 


ар 
к 
Р(УБ-ару #} 
И 
ар ИЕ 


(ИУс-&РИ УЗЕЕИЕ’ 
уахУ 6-1 вУ4УИ Е=954ху Е 


__ 874 
28ИЕ—ууь’ 
а отсюда интегрированием находим: 


у У 
&7У ут 2: ВУЗ 
Эта кривая не только может быть построена по- 


средством логарифмики, но есть часть самой косо- 
угольной логарифмики, Она будет, следовательно, 


у= — экв | 


отсюда 
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траекторией, которую описывает свободно брошен- 
ное тело, при принятом законе сопротивления. 

Это совпадение явствует из того, что кривая не ис- 
пыгывает никакого давления со стороны движущегося 
тела, а такое свойство принадлежит свободно опи- 
сываемым кривым. 


ПРИМЕР П 


46. Найти кривую, для которой при данной 
абсциссе х—=а была бы минимумом формула 


ау Тр 
ут” 
при условии, что 
АП = вах — оПаху1-+ р. 


Эгот вопрос совпадает с вопросом о разыскании 
кривой, опускаясь по которой в сопротивляющейся 
среде с сопротивлением, пропорциональным 9-й сте- 
пени скорости, тело скорее всего проходит дугу, 
соответствующую абсциссе а. Действительно, здесь & 
означает силу тяжести, действующую по направле- 
нию оси, У П— скорость тела в любом месте и аП” 
само сопротивление среды. Следовательно, будем иметь: 


откуда 
7 -АПИТР рар — 
_  2ПИП ИТ 29) ' 
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отсюда сЛедует, что 
ИГР р 


=, М=0, М=0, РЕ. 
г 21иП ИП (1-79) 
Далее будет 
[2] =: — а"УТ-р? 
И 
- —— Пра 
417] = — ап" 14 УТ р? — РЯ, 
[2] ИТР Е 


откуда вытекает, что 
[2] ==— аа И Т-Ер?, [М] =0, [№] =0 


— апр 
= 
ИТ 
Следовательно, будем иметь: 


уе] паху + р? „и п® --44хУ1-+ р аху 1-Е В, 
пуп 


где Н выражает то значение формулы 
—ал { пах У1--р д ду р -+ д? 
[2 —_) 

2ПуУП 


которое она получает, если Хх становится равным а; 
действительно, 


—__ а 1 р 
ДИ = ап"П"-?а4ху 1 + р-- ху 1-Е Р! 


2пиП ’ 


и И должно исчезать при Хх ==а. 
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Отсюда для искомой кривой получится такое 
уравнение: 
а(Р--[Р] У) =0 и Р-[Р|] У=Сс 
ИЛИ р 
= ЧР 
После подстановки ‘соответственных значений бу- 
дем иметь: 


ап Ро” “Ут (| —ап [ позах" ра ахит- р 
у Е ПИ — 
__р-— СИНа-+ 2) 
аП"рРуП 
Поэтому постоянную С нужно определить так, чтобы 


при х = а было 
р 


С —= ——_. 
ИП + 2) 
А так как \ 
у 1 С и ++ 2? 
_ «УП ар ’ 
то, обратившись к помощи уравнения 
_ о, ИТ р 
ЧУ = ап" 1 акт ТТ 
<ПУИП 
будем иметь 
1 
Чу (+5) п. пСаПуТ+ р? Сар 
 аПНий Г р Труа 


аху1 + 22 пахуТ- р? п (1 рах 


о аиинеы 
—ы—ы—ы—ы—ы—- — —————що 
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И так как 
АП = вах — аП"ах у 1- р, 


то окажется 


о 
(+5) 4х пСрах (1 - р?) Сар __ 
«1+ ИП аб’ орут = 
ИЛИ 
("+5 ГЕЯ 
Сар п 5 ] 5 ах пСеах ИТ-Е р? 
у1+” — НУП Пр 


Если теперь присоединить это уравнение к урав- 
нению 


4П = вах — а" ах у 1- р?, 


то можно будет исключить величину П и таким об- 
разом найти уравнение искомой кривой. 

Но при этом способе выкладки оказались бы 
‘весьма утомительными и мало выполнимыми. Значи- 
тельную помощь тут окажет преобразование послелд- 
него уравнения в такую форму: 

1 = —_ 
Сар (пн) аИГЕР псахут- р. 
вр — пи = Пр ’ 
этому выражению, как мы нашли ранее, равно зна- 
чение ФУ, следовательно, будет 
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Итак, мы имеем следующие два уравнения: 


1 —__ 
Сар (2+5) «ИГЕЯ п Сах (1 р?) 


5? — ПИ Ш 
И ® 
рас 1 СИГ 
ар — — = о, 
вр ШУЦП Пр 


Если из них исключить П, то будем иметь такое 
уравнение между р их, где нигде не будет встре- 
чаться х, а везде только 4х, вследствие чего сможет 
быть построено как это уравнение, так и самая кри- 
вая. Или же, что будет легче, из второго уравнения 
выразим р через П, и это значение, будучи подста-' 
влено в основное уравнение 

АП 
Чх — Е, 
в аиИт- р? 
даст выражение х через П, а именно будет 
__ ап 
в—аП" ИТ - р? 
у— __ РАЙ ___ 
Фа ИТР И! - 2? р ' 
Постоянная же ОР должна быть выбрана так, чтобы 
при х==а, в каком случае 
ИП(Т- 29 ' 
__ 1 
ИП’ 


было 
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т. е. тогда должно быть 


С 
р — 8Р-: 


ПРИМЕЧАНИЕ ИП ® 


47. Итак, в этих двух главах мы изложили метод 
нахождения кривой линии, для которой при абсциссе 
заданной величины @ была бы максимумом или мини- 
мумом формула | 2-4х, где Х есть функция от х, у, 
р, 49, г и т. д., определенная или неопределенная. 
Определенной функцией мы назвали такую, которая, 
при заданных значениях букв Хх, у, 2, р, а, гит. д., 
сама может быть выражена либо в алгебраической 
либо в трансцендентной форме; неопределенной же 
функцией — такую, которая не может быть выражена 
через данные значения этих букв, принимаемые ими 
в одном каком-нибудь месте, а заключает в себе 
вместе с тем и все предыдущие значения, как это 
бывает, если встречаются знаки интеграла. Во второй 
главе мы дали метод решения всех задач, в которых (— 
определенная функция: в настоящей же третьей главе _ 
мы рассмотрели такие формулы, в которых 2 либо 
сама есть неопределенная функция, либо заключает 
в себе одну или несколько таковых; вместе с тем 
мы указали метод для таких случаев, когда эта не- 
определенная функция даже не может быть изобра- 
жена посредством интегральных формул, а требует 
решения диференциального уравнения. Теперь же мы 
разберем те случаи, когда выражение, которое должно 
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быть максимумом или минимумом, не есть простая инте- 
гральная формула, как мы это предполагали до сих пор, 
как-нибудь составленная из нескольких формул этого 
рода; и вместе с тем покажем удобный метод для 
решения многих других задач, не относящихся к пря- 
моугольным координатам. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


О ПРИМЕНЕНИИ 
ИЗЛОЖЕННОГО ВЫШЕ МЕТОДА 
К РЕШЕНИЮ ВОПРОСОВ РАЗЛИЧНОГО РОДА 


р 5 -. мо —— _ +4 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1, ЗАДАЧА 


1. Айти такое уравнение между двумя пере- 
менными х и у, чтобы при заданном зна- 
чении Хх, например при х=а, получала наибольшее 


или нацменьшее значение формула |2 Дх, где 7. обо- 


значает определенную или неопределенную функцию 
от х, у, ра, гит. д. 

Решение 

Из каких бы соображений ни возникли перемен- 
ные Хх и у, их всегда можно рассматривать как пря- 
моугольные координаты некоторой кривой; поэтому 
заданный вопрос приводится к тому, чтобы опреде- 
лить кривую, имеющую абсциссу х и ординату у, 


для которой среди всех кривых значение \2ах, от- 


«) 


несенное к абсциссе заданной величины, например 
К Х=а, было бы наибольшим или наименьшим. 
Если задача ставится таким образом, то имеется уже 
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решение ее, данное в предыдущих главах с исчер- 
пывающей полнотой. А именно: надо взять по ранее 
изложенным методам диференциальное значение за- 


данной формулы \ 2ах, соответствующее заданной 


- 


аэсциссе х=—=а; приравняв его нулю, мы получим 
искомое уравнение между хи у, сообщающее для 
заданной абсциссы х==а наибольшее или наимень- 


шее значение формуле \7ах. Ч. т. н. 


*/ 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
2. Итак, изложзгнный выше метод имеет гораздо 


более широкое применение, чем нахождение уравне- 
ний между координатами кривых, для которых ка- 


кое-низудь выражение \24х было. бы максимумом 


или минимумом. А именно: он распространяется на 
какие угодно две переменные, безразлично относятся 
ли очи каким-низудь образом к некоторой кривой 
линии, или существуют лишь в аналитической 
абстракции. 


ДОПОЛНЕНИЕ ИП 
3. Но между двумя заданными переменными су- 
ществует то огромное различие, что заданная фор- 
мула \ 2ах должна принять наибольшее или наи- 


меньшее значение для некоторого определенного 
значения одной из переменных. 

Эту переменную уместно всегда обозначать бук- 
вой х, а другую буквой у. 
16 Л. Эйлер. 
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ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
4. Итак, присвоив двум переменным величинам 
должным образом буквы х и у, введем обозначения 


— 49 о Ч 4” 
Р— ах, Ч ах» "ах ах иг К 


При помощи этих букв можно будет устранить ди- 
ференциалы любого порядка, какие окажутся в фор- 
муле максимума или минимума, так что будет 
функцией букв х, у, р, 4, гит. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1" 
5. Итак, когда формула максимума или минимума 


будет приведена к такому виду ах, где Х будет 


*. 


определенной или неопределенной функцией от х, у, 
р, 9, Ги т. д., то нужно согласно предыдущим пра- 
вилам отыскать диференциальное значение формулы 


з 


\ 4х, соответствующее всей заданной абсциссе 


- 


х—=а, и это значение, будучи приравнено нулю, 
даст искомое уравнение между х и у. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 


6. Если ( есть определенная функция х, у, р, 
9, ГИ т. д., то диференциальное значение формулы 


\2 4х не зависит от предписанного значения абсциссы 


®/ 


Хх =а, и поэтому найденное уравнение между х и у 


сообщит максимум или минимум формуле (Хах для 


®/ 


любой абсциссы. 
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ПРИМЕЧАНИЕ 1 
7. Так как при этой работе должны быть наго- 
тове диференциальные значения, найденные нами 
ранее в отдельности для всякого рода формул, то 
мы приведем их здесь для обозрения соединенными 
вместе, чтобы можно было отсюда в каждом встре- 
тившемся случае отыскать и извлечь те диференци- 
альные значения, в которых будет надобность. 
Мы покажем, следовательно, для различных типов 
функции 2 то диференциальное значение формулы 


\7ах, которое постоянно будет соответствовать 


определенной величине переменной х, например 
х = а. 
[. Формула максимума или минимума 


м 


\ 2ах. 
47 = Мах-- Мау Рар-- Ода Юаь... 


Диференциальное значение: 
пу-ах (№ ар, @0 _@8 | 45 


— ах Газ аж Гаж “ 
Это диференциальное значение одинаково годится 


для всякой величины переменной х. 
П. Формула максимума или минимума 


\ 2ах. 
42 —=[аП-- Мах-- Мау- Рар-+ О9ад-... 


= 12] 4х 
16* 
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при условии | 
4[2] = [М)ах--[Мау -- [ар -- [9] 49 + [®] "|... 
Пусть 
\ Гах=Н 


НЬ— 1 ах=У, 


если после интегрирования положить х = а. 
Диференциальное значение будет равно: 


пах (м+м —“ ЕЕ | 


42 (9 [О] У) _ аз (Ю [ВЮ] У) 44 ($ + [$] У 
-- ыы ПЕ ОЙ ..). 


Ш. Формула максимума или: минимума 
\ 2ах. | 
ай =ГаП-- Мах-- Мау + Рар- 9094-... 
= (214, 
42] = ат | [М] 4х-- [Мау + [Р]ар -- [9149-... 


И 


И 


— \ [2] 4х, 
4 [2] = [т] ах-Е[п] ау + [р] ар { [9] аа -Е [7] а” .. 
Пусть опять 
\Ках=нН 
Н— \14х= у 


если после интегрирования положить х==а. 
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Обозначим интеграл \ [2] Ух при х=а через Ц 


и положим 
— [2] Уах = [И] = — | [4] 4х (н—\ 4х). 
Тогда диференциальное значение будет равно: 
‚пу-ах (М-У-Ни И — “Е-ЕГСНРНУ {- 
Р-Я УЕЮНУ Ему | 
а бЯУНЫИ 


Чх4 


откуда вместе с тем явствует и закон дальнейшего 
вывода, если будет налицо еще большее число ин- 
тегралов. 

[У. Формула максимума или минимума 


\2ах. 
Ай =ГаП- Мах + Мау-- Рар-- О4у-... 


П= ( 2 ах. 


4 
Пусть при х ==а выражение [Е ”, где е означает 
число, Логарифм которого равен единице, обращается 


в Н, и пусть ры 


значение будет равно: 


ий 4 (ФУ) _ аз (КУ) @ (5У) _ 
Ра _ 4х2 Ях3 = 43 ..). 


— У. Тогда диференциальное 


пух ( 
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У. Формула максимума или минимума 
\ 2 ах. 
47—=ГаП-- Мах-- Мау +{ Рар+ а Ваг-.. 


И 
=\ [2] ах, 


а — = [2] ак -- [М] ах [М ау-- [Р]ар- 
— [9] 44 -- [К] 4’... 
Пусть 
фе ах Н 


ети (м — (о р ах) =, 


если после интегрирования положить х == а. 
Тогла диференциальное значение будет равно: 


пу-ах ( М-- [М У— при У _ 


4х? 
ЧАИ +.) 
443 ах“ 71° 


В этих пяти случаях содержатся все правила, ко- 
торые мы нашли в предыдущих главах. Они имеют 
настолько широкий смысл, что все случаи, какие 
только могут встретиться, либо содержатся в них 
непосредственно, либо по крайней мере могут быть 
решены с их помощью без особых затруднений. 
Итак, сделав здесь сводку этих случаев, мы пока- 
жем их применение к решению вопросов, в которых 
х иу не означают прямоугольных координат, 
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ПРИМЕР 1 


8. Проведя из заданного центра С (черт. Т) 
лучи СА и СМ, найти линию АМ, которая была 
бы кратчайшей среди всех других линий, заключен- 
ных внутри угла АСМ. 

Хотя и очевидно, что эта искомая линия ‘есть 
прямая, однако, полезно будет решить этот вопрос 
по данным нами правилам, чтобы 
нагляднее показать согласие метода 
с истиной. 

Так как длина линии АМ должна 
быть наименьшей для заданного угла 
АСМ, то положим угол АСМ равным 
х; тогда, описав из центра С окруж- 
ность радиусом СВ, равным единице, 
будем иметь дугу В$ равной х. Пусть 
затем луч СМ будет второй пере- с 
менной у; после того как будет най- 
дено уравнение между этими двумя 
переменными х и у, уяснится и природа искомой 
линии АМ. Если теперь провести ближайший луч 
Ст и взять Си = СМ, то будет 55 =@4х и тп==а4\У; 
а вследствие подобия треугольников С55 и СМп 
окажется: 


М п 


-) 


Черт. 7. 


1: 4х = СМ [у]: Мп [уах]; 
отсюда вытекает, что 


Мт = И ау? -- у? ах?, 
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а так как мы постоянно полагаем 4у = рах, то 
Мт = ах у? р, 
откуда следует, что длина линии АМ будет равна 


\ 4х уз р?. 


= 


Эта длина должна быть наименьшей для заданного 
значения х, например для х==а. Но так как эта 
формула принадлежит к первому случаю, то удовле- 
творяющая требованию линия будет наименьшей и 
для любого значения х. 

Так как здесь 


= У? - р, 


уау и рар 
ут‘ Ур 
и в формулах первого случая окажется: 


то 
А = 


М =0, № = р, Р= 
Пу Ир’ 


© = 0, В =0 ит. Д., 
вследствие чего 
47 = Мау | Рар. 
Отсюда следует, что диференциальное значение 


равно ах (м—4Р), 


и, таким образом, для решения задачи получается 
уравнение: 
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которое после умножения на р4х==@4у даег 
№М4у—=раР. 


Подставив это выражение в уравнение: 


47 = Мау-- Рар, 
получим: 
АЙ = Рар-—-раР, 


а после интегрирования 


р С=рРр 
ИЛИ ` 
—- р 
СИ =, 
Ух Ку 2? 
т. е. 
у? 
Е ==5С010$ё =. 
Ия- р 


Но мы имеем: 


Мт[ах У уР-Е р] : Мп [у4х] = МСУ. 
ИУ + 2? 
Четвертый член пропорции представляет собой пер- 
пендикуляр СР, опущенный из С на касательную МР 
к искомой линии. И так как этот перпендикуляр 
есть величина постоянная, то понятно, что искомая 
линия есть прямая. 
Так как в первом из найденных уравнений 


№4х —= аР 


содержатся неявным образом две произвольные по- 
стоянные, то к вопросу следует добавить такое 
условие, чтобы искомая линия проходила через две 


га 
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заданные точки; тогда требованию удовлетворит пря- 
мая линия, проведенная через эти две точки. 


ПРИМЕР П 


9. Над осью АР (черт. 8) построить такую 
линию ВМ, чтобы, отсекая площадь АВМР за- 
м данной величины, получить наи- 

меньшую изо вс х дугу кривой 

ВМ, соответствующую этой 


площади. 
В Так как наименьшая длина дуги 
р ВМ разыскивается для заданной 


РЁ 


площади АВМР, то нам нужно 
Черт. 8. ы 


будет обозначить площадь АВМР 
переменной х; другою же переменной у обозначим 
ординату кривой РМ. Пусть теперь абсцисса АР 
равна #, тогда 

Г =\ уа 
и, следовательно, 


у 


отсюда вытекает, что длина дуги ВМ будет равна 


[И =. 


Итак, если положить ду=рАх, то минимумом дол- 
жна стать формула 


“ИР 2 = [УТРУ Е 
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Так. как здесь 
= УГ Ур 
У 


И 
47 = — ау У?рар 
ИТУ у ИТ’ 
то 
—1 
М —=0, ——, 
УТУ 
Р= 2, —0 
ИЕ- ур" ь 

и т. Д. 


Этот вопрос принадлежит к первому случаю, и ре- 
шение даст кривую линию, которая для любой отсе- 
ченной площади АРМВ будет кратчайшей. Мы при- 
дем, как и в предыдущем примере, к уравнению 
7 =С- Рр, и искомая кривая сможет быть проведена 
через две заданные точки. Следовательно, 


1 202 Ур? 
НУ со 
У ИГУ 
ИЛИ 
1 = СУИ1-- у?р?, 
т. е. 
Ь— УИ 1-Е ур? 
ИЛИ 
62 — у? -[ уе р?, 


откуда вследствие равенства 4х = у 4#Ё получается 
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Итак, 


откуда 


Л. ЭЙЛЕР 


у ау 


— ИТ—у’ 


е-НУ 62 — у2. 


Отсюда следует, что искомая линия есть окружность 
с центром, взятым где-нибудь на оси АР, например 
в точке С: она и будет иметь среди всех других 
кривых, проведенных через ле же две любые точки, 
кратчайшую дугу ВМ для данной отсеченной пло- 


щади АВМР. 


ПРИМЕР Ш 


10. Проведя из постоянной точки С (черт. 9) 
лучи СА и СМ, описать между ними кривую АМ 


М 


с 
Черт. 9. 


так, чтобы для заданной пло- 
щади АСМ она имела дугу АМ 
кратчайшей. 

Так как дуга АМ должна 
быть наименьшей после того 
как отсечена площадь АСМ 
заданной величины, то поло- 
жим эту площадь АСМ==х, 
а луч СМ обозначим другой 
переменной у. Положим теперь 
дугу В$, описанную радиусом 
СВ ==1, равной #, тогда, как 


мы видели ранее, окажется Мп — у и площадь 


МСт— суза — 4х, 
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откуда 
2ах 


==. 
у- 


Так как далее 


Мт = ау? у?ае =у | 


т 


то при 4у=рах минимумом должен быть 


|“ И { р?у?. 
У 


< 


Так как здесь 


ДЕ 
7_И УР 
у 
ТО М =0, М, 
УИА- ур 
9 0—0 
ИЕ’ 


ит. д. 
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Отсюда, вследствие равенства //==0, получается 


уравнениз 
й—=С- Рр, 
откуда 
4 р. З 
И4- ур. -с+ Ур 
у ИА - ур 
или 
4 = Су И4 - У2, 2, 
т. е 


26 = уу 4-Р Ур”, 
а отсюда имеем 


2ум м у Чу 24Уу 
РМ— р ах а 
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и, следовательно, 


ау 
ИР-Е У 


После интегрирования получается: 
. ._ С 
Е — агс $т > -|- агс $Ш-, = 


УИ @-+еуи—у 
— ага — 


Опустим на АС из 5$ перпендикуляр 95$ = зшЕ 
будем иметь: 


уИн-а+ИЯ=я 
95 —=———_—__ 


Но из уравнения #-- с0п${ = агс п 5; вытекает, что 


искомая кривая есть окружность АМЕЁЕ, проходящая 
через постоянную точку С. 

Действительно, опишем на каком-нибудь диаметре 
СЕ, оканчивающемся в С, окружность САМЕ; дуга АМ, 
заключенная между лучами АСМ, будет наименьшей 
для ланной площади АСМ. Значит, если провести 
какую-нибудь другую кривую через какие-нибудь две 
точки, расположенные на этой окружности, и двумя 
лучами, проведенными из С, отсечь площадь, равную 
площади АСМ, то соответствующая дуга этой кри- 
вой всегда будет больше, чем дуга АМ. 

Чтобы это стало очевидным, проведем из Ск СЕ 
нормаль СО и опустим на нее из $ перпендикуляр $50; 
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треугольник 5СО будет подобен треугольнику СЕМ, 
а отсюда 
СЕ:СМ [у| = С$ [1]:$9 


ИЛИ 
$0 —=-7- = зшчрВ$, 


__ и У. 
ОВ$ —агс зт СЕ: 


Таким образом, если положить диаметр СЁ = 6, 
то вследствие равенства ОВ5 = В$ ВО =#-|- сопз 
будем иметь: 

У 


Е -- с0п3{ == ас $ т, 


а это есть как раз, то самое свойство, которым, 
как мы нашли, должна обладать искомая кривая. 
ПРИМЕР 1У | 
11. На любой поверхности, выпуклой или вогну- 
той, провести линию, которая была бы внутри 


своих границ кратчайщей М 
изо всех. 
Возьмем какую-нибудь р 


плоскость АРО (черт. 10), 

отнесем к ней нашу поверх- 

ность и примем на этой } р 

плоскости за ось прямую АР. Черт. 10. 

Затем представим себе, что 

из каждой точки искомой линии опущен пер- 
пендикуляр на эту плоскость; эти перпендикуляры 
опишут линию АО, которая будет проекцией крат- 
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чайшей линии на взятую плоскость. Если будет най- 
дена эта проекция, то тем самым станет известна 
и сама кратчайшая линия на заданной поверхности. 
Назовем АР через х и РО через у; так как при- 
рэда кривой задана, то по данным АР=х и Ро =у 
можно будет опрезелить длину .перпенликуляра ОМ к 
плоскости АРО до пересечения с поверхностью в /И. 
Если теперь положить М =2, то длина отрезка 2 
выразится через хи у таким образом, что 2 будет 
определенной функцией от хи у. А так как 2 есть 
функция от х и у, заданная уравнением поверхности 
в пространстве, то следует положить 


42 = Гах + Уау, 


где Ги ИУ будут такими функциями от х и у, что 
Гах-- У4у будет определенной диференциальной 
формулой: а именно, если положить 

АаАТ=Еах -- Еау, 
то будет 

аУ=Еах + ду, 
причем злесь буква Ё является общей обоим дифе- 
ренциалам. 

Таким образом элемент линии, проведенной на пэ- 

верхности, оказывается равным 


И 4х? -- ду? + 42? — И ах? - ау? + (Тах + Уау). 


Положив Ду=рах, мы видим, что минимумом 
должна стать формула 


| акИт-Е ре 72-Е2ТУр- У. 
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Так как здесь 
= + р?-|- Т2-— 2ТИр- Ир, 


+ ТЕах 4 ТЕау + рар 
+ ИЕрах-Р УЕрау-- ТУар 
а7== -+ ГЕрах- Тарау-- У'р ар 
-|- УРр?ах-- Убр?ау 
Эта формула принадлежит к первому случаю, вслед- 
ствие чего получается следующее уравнение между 
хиу: 
7 ТЕах - УЕрах  ТОрах- "О р?ах __ 
ИТ - р? - Г --2ТУр + У 
—а р-ЕТУ- Ур 
И 1-Е Аа 72 + 27ТУр- УЗ 
Но мы имеем: Рах + Срах =Еах + бау=—аИ; 
отсюда следует, что 
ТАУ + Ура\у а РТУ Ур _ 
ИГ + р - (Т-+ Ур ИГЕР (ТГ Ур 
( -- ар (1 -|- 12 - У*) 
-- а! (У - Тр) 
- + аут -- 13 ЗТ? Ир - ЗТУ? р? УЗ--2Ур- Ур. 


ТО 


3 
( (И 2 (Т- Ур)? 
После упрощения этого уравнения получится: 
ар (1-- Т2-- У?) + ат(У — Тр) + аи(Ур — Тр?)=0 


ити 
__ (Тр — У) (аТ + раУ\) 


а 
Р РУ 


17 л. Эйлер. 
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Но так как 


ау 
Р= д; 
ТО 
аЗу 
ар= т; , 


а отсюда получатся: 


рр гу — (4 — Уд») @хат-+ ауау) 
1-+ 72 У? 


Это диференциальное уравнение второго порядка есть 
уравнение проекции АО искомой кратчайшей линии 
на поверхности; оно указывает, что ее можно про- 
вести через любые две точки. 

Найденное уравнение можно преобразовать в раз- 
личные формы, которыми часто будет удобнее поль- 
зоваться. Прежде всего будет полезно исключить 
диференциалы 4Т и АЙ, а именно так как 

42 —= Тах-- Уау, 

то 

422 = ах ат-+ ауау- Уа?у, 
и поэтому 

ах аТ-- ду 4У == 422 — У ау; 
после подстановки этого значения получится такое 
уравнение: 

ах 4?у - Т?ах 4?у - У?ах 4?у = 
— Гау 422 — У ах 4?2 — ТУ ауа?у-- У? ах ау, 


ИЛИ 
ах 4?у ! Га2г а?у = Тауа?*2 — Уаха?2, 
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а отсюда 
у: 422 = (Тау— Уах): (ах -- Га2г). 


Умножим найденное уравнение на 42 и в первом 
члене напишем Гах-- У4у вместо 42; тогда будем 
иметь: 


Гах? фу - Уахауа?у-- Таг224?у = 
— Гауа2 422 — У ах 42 422. 


Прибавим к обеим частям выражение: 
Г ау? 4?у — У ахауату, 


тогда получим 
Газу (4х? -- ау? -Р 42?) = 
— (4г 422 -- Ду 4?у) (Тау — Уах) 
ИЛИ 
Ду 4?у -| аг а?2 __ Г а?у Г 422 


а раза Тау — Уах ах Та ` 

Умножлм теперь уравнение на 4х и вместо Гах 

напишем 
42 — У ау; 
тогда получится: 
Ах? фу -- 42? 4?у — У дауа2 4?у = 
— ду 42 42 — И 4у? 422 — У ах? а?2. 

Прибавив к обеим частям у? 42у — У 42? 422, бу- 
дем иметь: 

42у (4х? -- 4у? | 42?) — И 42 (4у 4?у- 42 а?г) = 

— ду (4у 4?у-- 42 а2г) — Иа?2 (42х | ау? -- 4г?), 
17* 
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а отсюда 
ду 4?у + 42 42 _ Фу- У 4:2 
ал? --- у? 422 `^ ау уа2‘° 


Все эти уравнения содержатся в следующем вы- 
ражении (91: 
ду у -- 42422 _ Тау Т а22 ФУ Уд-:2. 
ал? -|- ау? + а?  Тау— Уах — ах + Та2г ау- Уаг 

Здесь следует заметить, что так как диференциалы 
величин Г и У нигде не встречаются, то безраз- 
лично, содержится ли 2 в Ги У или нет. Игак, 
в каждом представившемся случае можно будет вы- 
брать то уравнение, которое легче всех допускает 
интегрирование. Например, если будет задана по- 
верхность круглого тела, образованного вращением 
некоторой фигуры вокруг оси АР, то у?-- 2? будет 
равно квадрату функции от х, которую мы обозна- 
чим через Х и которая представляет собой ординату 
нашей производящей кривой, соответствующую абс- 
циссе х. Будет, следовательно, 


&аг = Хахгьжьнруау 


и 
хах 
42—^4^А — 4 , 
2 2 
и таким сбразом 
Хах 
2ах 
и 
и. 
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Возьмем теперь ради удобства то уравнение, в ко- 
тором Т не встречается, а именно: 


ау 4?у - 42 422 __ ау + Уа22 
4х? -- ау? -- 422 ау Уа2 °` 


Это уравнение вследствие равенства У=—- пе- 


реходит в уравнение: 
у у -- 42 422 __ 2 4?у — у4?2 
ах + 4уз-- а22  2ау-уа2 ' 
интегралом которого является выражение: 


тет 9 _ 12 аУ—Уа2 
[Иа а- аз =1-—— 


ИЛИ 
Гау— уа2=6У ал? - 4у? + 42. 
Теперь, так как 2 —=уУ Хх: — 2, то, положив АХ == 
— 4х будем иметь: 


де = У, 
Ух? - у 
2 ду — а 
гау— уд -—^ 4-Х 4х 
УХ— у 
И 
| У ах | ау -Раг = 
ЩИ ах? — у’ ах? Ху? -- Х*9? ах? —2Х уоахау. 
У х— у? 
Следовательно, 


Х4 ду? — 2 Хзуо ах 4у-- ХЗуу? 4х = 
—= 62 Х? 4х? — 62? 4х? | 62 Х? ду? -- 
| 62Х29?4х2 — 26?Хуз ахау 
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ИЛИ 
а Гу? =— 
_ 2—3) Хусахау- Е Хуа Хахаха ХЗозцх?, 
ХЦ — ХЗ) 
что по извлечении корня, дает 


де оу ам-х, 


ду — == 
х ХИ 
Если теперь положить у== ХЪ так что 
ду = ХаЁ-- юах, . 


то получится уравнение: 
(1 __ Баху 1-0 
Ив ХИ 
Так как здесь Х и 9 функции одного только х, то 
в полученном уравнении переменные Ёи х отделены 
друг от друга. 
ПРИМЕР У 
12. Над осью АРМ (черт. 11) построить такую 
кривую АМ, чтобы, отсекая нормалью ММ пло- 
шадь АММ заданной величины, 
получить наименьшую дугу АМ? 
Так как дуга АМ должна стать 
наименьшей для определенной 
величины площади АММ, то по- 
Черт. 11. ложим эту площадь АММ== ах, 
и пусть при х==а, в каковом 
случае площадь АММ будет равна а, дуга АМ 
должна стать -наименьшей. Положим далее пря- 
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моугольную ординату МР — у, абсциссу АР =Ёи 
поднормаль РМ = и; тогда окажется 


ах —= у Тиз 


и 
__ УЧУ 
о 4’ 
а элемент дуги АМ будет равен 
ду уу 
:. . 


Далее, так как 


а4х— у -|- 5 (иау -- уаи) 


ы [1 
Фе“, 
и 
то 
1 1 
аи 4х = у? 4у-- -; и?ау | ъ уиаи 
И 
о - 
Чи — 294 _ 2у4у _ иду 
У и у 
Положим теперь 4у = р ах, тогда минимумом должна 
а Г) о 
будет стать формула |рахууи ‚ причем здесь и 


есть величина, значение которой должно быть опре- 
делено из уравнения 


ди —= ах (2 3УР. _9Р) 
У 
Этот вопрос принадлежит к пятому случаю, и 


если произвести с ним сравнение, то оказывается: 


ц = И 
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И 
7 р У? + 1 
П ) 
откуда 
— у. 
р,  М=0, 
ПИ у2-- 2 
М = ОР И — Узи п. 
ПИ 1? по 


Затем, так как 


__ 2УР р 
— 2а 2р | Пр __ — 29 
[М у —птТи И [Р] =--- — 
Далее 
2у4у 
[2] 4х = 2 — (у 
И 
Ирах е1274у ыы 
у } 
а так как 
_— 2 Пу 
[ах о. 
ПИ у- 1? 
то 


Эуду : ПЗ 
ет 


ПИ у +1 
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Пусть значение этого интеграла при х==а будет 
равно Н и пусть 


2у ау: п 
ЧЕТ 
НИ э- Ш? /` 
Подготовив все это, будем иметь следующее удовле- 
творяющее требованию уравнение: 


(М-Е [АП У) 4х =а (Р-Н [Р] У); 


после подстановок оно принимает вид: 


у4у _ _ 2аУах _ 2Уау _ ПУау _ 
Пиу-- У п м _ 
=а (> 2 ПИ 
П П у 


Но так как 
2айх ==уаП | 29 -- Пау, 


то 
УЧ УаП 4У4у _ 


| Из у П 
—а (КЕ 2 2Уу ту) __ 
И | Ул _ 


__ уау __ У2 АП — 2Уау 25а" | 
— ПИл+П Шуя п П 
и Плду УаП, Пуау 
- У У т у’ 
а отсюда 
УЧИ _2У4у | ЗуаУ 2УуаИ у 
ИУ 1? П П [2 
Пау ПУду _ 0 


ГИ" 
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_ Но мы имеем вообще: 
ди— раки] ах 


следовательно, 
Чи = у? ау | вв уз, 
РИУ-и — 
а отсюда 
уап _ _ ау.аП | 2ууап _ уап 
И ау то 


после подстановки чего получается: 
ауУаП РУ ау И УаН _ Пуау 
| и 


т — 0, 
у У. у? 
Т е. 


АП ‚ 2у АП 2 4у —о 
и (| И - >) = и (5 —— гв 
=% (> в та 
=74у (5 
Так как это уравнение делится на 
ЧП, 24у ‚ Пау 
— -- А 


У’ 
то оно дает двоякое решение. Первое будет 
ЧУ _ ау 
У у’ 


что дает У==су; а гак как У должно исчезать 
в случае минимума, то в этом же случае будет у= 0, 
т. е., положив х==а, будем иметь у=0. Так как 
У —= су, то, сделав подстановку в уравнение 
уу __ 2Уу4у | У@ау 


Из 1 то, 


АУ = 
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найдем: 
уу __ 26? ау 


ПРИ И? 1? 
а отсюда либо у==0 или ду —=0, в каковом случае 
получается прямая линия, параллельная оси, либо 
П == со, в каковом случае получается прямая линия, 
нормальная к оси, либо, наконец, 


У у? -- П2 = ММ== соп; 


это уравнение дает окружность, причем требованию 
удовлетворит полная полуокружность вследствие того, 
что в случае минимума у =0. Второе решение по- 
лучается от делителя: 

“, 24 "= 


‚ ИЛИ 


Пап т уу; 


это уравнение, будучи умножено на у?, принимает вид 
УПаП -- П?уау-+ 253 4у=0 


и имеет интеграл 


Пл? У =, 


откуда 
ра — 
=”. 
У 
Это уравнение, не завися от И, будет удовлетво- 
рять требованию при любом значении х. Введя те- 
перь абсциссу АР=Ь, получим вследствие равенства 


_П__ УЧУ 
И — 
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такое уравнение: 


уау _Ум м 
4 У’ 
откуда 
у у?ау 
И—ун-и' 


а из этого уравнения понятно, что требованию удов- 
летворяет прямоугольная упругая линия, так что для 
площади АММ между нормалями АМ и ММ дуга 
кривой АМ будет кратчайшей. Эта кривая может 
быть проведена через две данные точки при условии, 
что ось АР задана по положению. 


ПРИМЕЧАНИЕ И 


13. Из этих примеров вполне уясняется выдаю- 
щаяся польза, которую приносит наш метод при ре- 
шении различного рода задач; особенно же последний 
пример содержит несколько несомненно заслуживаю- 
щих быть отмеченными обстоятельств, при помощи 
которых можно будет’ разъяснить природу решения. 
Так как мы имели двойное уравнение вследствие на- 
личия в нем двух множителей, то получилось и два 
решения; из них первое вполне определяет удовле- 
творяющую требованию линию, так что ее нельзя 
провесги через две заданные точки; действительно, 
оно дает либо прямую линию, либо полуокружность. 
Прямая линия двояким образом решает вопрос, так 
как она является либо нормалью к оси АР, либо па- 
раллельна ей; как именно обе прямые удовлетворяют 
требованию, очезидно: у той, которая нормальна к 
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оси, часть, заключающая между осью и нормалью за- 
данную площадь, всегда будет бесконечно малой и 
поэтому действительно наименьшей; другая прямая, 
параллельная оси, имеет несколько более широкое зна- 
чение, потому что может быть проведена через задан- 
ную точку; и так как сами ординаты к ней нормальны, 
а отсекаемые ими площади пропорциональны абсцис- 
сам, то применительно к данной площади эта прямая 
линия непременно будет кратчайшей. Далее, полу- 
окружность, получившаяся из пер: ого решения, удо- 
влетворяет требованию безотносительно, в том смысле, 
что при заданной величине отсекаемой площади сама 
полуокружность определена, ибо ее площадь должна 
равняться 4?. Вгорое же решение, которое дало 
прямоугольную упругую кривую, является более ши- 
роким, потому что такую кривую можно провести 
через любые две заданные точки и она среди всех 
других кривых, прохолящих через те же самые точки, 
будет обладать той особенностью, что если у всех 
кривых нормалями отсечь равные площади, дуга 
упругой кривой будет из всех наименьщей. 

Изложив все это, перейдем к применению данного 
нами метода к таким исследованиям максимума или 
минимума, в которых формула максимума или мини- 
мума не представляется тем простым интегральным 


выражением \ Хах, в форме которого мы до сих пор 


®/ 


постоянно ее рассматривали, а оказывается составлен- 
ной каким-либо образом из двух или нескольких 
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формул этого рода. И прежде всего, если максимумом 
или минимумом должна быть сумма двух или не- 
скольких интегральных формул, например 


\2ах- \ уах-- \ Хах, 


то исследование не связано ни с какими трудностями: 
так как формула максимума или минимума есть 


\@= (УФХ), 


то ее можно будет рассматривать как простую инте- 

гральную формулу и указать ее диференциальное 

значение. Работа сведется к тому, чтобы для от- 

дельных формул \2 ах, \ Уах и \ хах отыскать ди- 
, 

ференциальные значения, подставить их на соответ- 

ствующие места в формуле \2а*--\ уах — \ Хах, 


и то, что получится, приравнять нулю: тогда мы 
будем иметь уравнение, удовлетворяющее требованию. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ П. ЗАДАЧА 
14. Найти такое уравнение между х и у, 
чтобы после того как положено х=а, выражение 


\Хах-( У4х, представляющее собою произведение 
< У 


двух интегральных формул \2 Ах и \ У4х,было мак- 
симумом или минимумом. 


Решение 
Предположим, что это уравнение между х и у уже 
найдено и из него вытекает, что при х==а значе- 
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ние формулы \Хах равно А, а значение формулы 


_ / 


\ Уах равно В; эти величины 4 и В будут постоян- 


ные, и их произведение АВ будет максимумом или 
минимумом. 

Положим теперь, что при неопределенном значении 
х переменная у увеличивается на частицу пу; тогда 
каждая из величин А и В получит от нее прираще- 
ние, а именно, каждая из них увеличится на дифе- 
ренциальное значение, определяемое на основании 
предыдущего. Итак, пусть А будет диференциаль- 
ное значение А, соответствующее интегральной фор- 


муле \24х при х = а, и подобным же образом пусть 
АВ будет диференциальное значение, возникающее 
из формулы \ Уах при х==а. Так как от приба- 


вления к переменной у частицы пу А переходит 
в А-- 4А и Вв В-- 4В, то произведение АВ пре- 
вратится в АВ-- ААВ-- ВДА +- 4А4аВ; поэтому, 
если АВ должно быть максимумом или минимумом, не- 
обходимо, чтобы АВ равнялось АВ+- АаВ-+ ВадА-- 
—- 4АЗВ, и так как член 4А.АВ исчезает перед про- 
чими, то должно быть 


0—=АаВ-- В дА. 
Из этого равенства возникает следующее решение 
задачи. Находим диференциальное значение формулы 


\2 Ах, которое пусть будет ФА, и пусть А выражает 


РУ 


то значение формулы \2 ах, которое она получает 
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при х=а. Затем находим диференциальное значе 


п 


ние формулы \ Уах, которое пусть будет АВ, и пусть 


В выражает то значение формулы \ Уах, которое 


«/ 


она принимает при х —==а. Проделав это, составим 


уравнение 
О0О—=АаВв-- Вад; 


оно и будет содержать то соотношение между хиу, 
которое удов-етворяет требованию задачи. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ Т 


15. Хотя в уравнение 0 = АаВ -- ВДА входят по- 
стоянные величины АД и В, однако, они не являются 
произвольными, а обе определятся самим этим урав- 
нением. А именно, если из этого уравнения найти 
значения \2ах и \ Уах и положить х = а, то дол- 
Жны получиться сами эти величины Аи В. Отсюда 
следует, что они выразятся через @ и через те про- 
извольные постоянные, которые войдут после интег- 


рирования. 


ДЭПОЛНЕНИЕ ПИ 


16. Если & и ТУ будут определенные функции ве- 
личин Хх, у, р, 4, Ги т. д., то диференциальные 
значения ДА и В не будут зависеть от а; при этом, 
однако, величина а входит в уравнение 0 =А4В--В4А, 
вследствие чего найденная кривая будет удовлетво- 
рять требованию лишь для определенного значения 
абсциссы х— а. 
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ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

17. Частица же му совсем исключится из уравне- 
ния 0 —=АаВ--ВдА. 

В самом деле, так как оба диференциальные значения 
АА и АВ получаются умноженными на пу, то это 
же лу исключится посредством деления; таким обра- 
зом Получается уравнение между х и уи постоян- 
ными, которое будет удовлетворять требованию 
задачи. 


ПРИМЕЧАНИЕ / 

18. Здесь никого не должна смущать форма най- 
денного уравнения 0—=АаВ-- ВАА тем, что она 
имеет вид определенной диференциальной формулы, 
и нельзя отсюда заключить, что интеграл уравнения 
0 —=АаВ -|-- В4А можно. взять так: 


01$ = ДВ. 


Ведь мы уже объяснили смысл, который мы придаем 
как буквам А и В, так и диференциальным формам 
4А и аВ; из этого можно понять, что обычный 
способ обозначения здесь не имеет места. Применить 
здесь этот способ обозначения, хотя и несогласный 
с обычным, представилось нужным для того, чтобы 
лучше видна была связь уравнения 0 = АаВ -- Вад 


с формулой максимума или минимума \2ах.\Уах. 


Действительно, так как максимум или минимум дол- 
жен соответствовать значению Хх ==а, то, положив, 


что в этом случае (2 ах переходит в Аи (Уах в В, 


18 л.Эйзер 
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будем иметь, что максимумом или минимумом будет 
АВ. Отсюда же само собой вытекает найденное урав- 
нение 0 — 44В -+ ВАА, если продиференцировать АВ, 
рассматривая буквы А и В как переменные. Сделав 
это, нужно припомнить, что вместо диференциалов 
АА и аВ берутся диференциальные значения, при- 
надлежащие интегральным формулам |2 ах и | Уд», 
из которых получились сами постоянные величины 
Аи В. | 

Отметить эту связь полезно потому, что, как мы 
покажем ниже, она одинаково имеет силу и для 
какого угодно способа составления формулы макси- 
мума или минимума из интегральных формул и что 
искомое уравнение получается подобным же образом 
из самого выражения максимума или. минимума по- 
средством диференцирования. 


ПРИМЕР 1 
19. Найти такое уравнение между х и у, чтобы 
при х =а выражение \ уах .\ х аубыло максимумом. 


Пусть 
\ уах=А и \хду=В, 


если положить х==а. 
Разыщем диференциальные значения формул \уах 
®/ 
И \х4у ИЛИ хр ах. Диференциальное значение фор- 


мулы \ уах равно лу. 4х.1, а диференциальное зна- 


®/ 
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чение формулы [х ду, или \ храх, равно 


1 
пу. 4х (- тр а («) = — пух. 


Следовательно, 

ЧА = пу.ах 
и 
АВ = — пу.ах, 


откуда уравнение 
0—=АаВ-- ВаА 


перейдет в такое: 


0 = — А... ах-- В.пу:ах 
или 
А= В. 
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Следовательно, требованию одинаково удовлетворяют 
все уравнения между хи у, лишь бы только при 


х =а было | у4х = \ ху, т. е. лишь бы площадь 


кривой равнялась 5 ху. 


ПРИМЕР П 


20. Найти такое уравнение между хиу, чтобы 


при х —=а было минимумом выражение 
ах. \ ху 1-1 р”. 
Пусть при х =а будет 


| \у4х=А 


< 


(хит. 


&/ 


18* 
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Далее, беря диференциальные значения, будем иметь: 


А = пу.ах.1 
И 
1 р р 
АВ — пу+ ах ([— < амм— = — пу. ——. 
"4 (— п: Е) АЕ 


Отсюда получается следующее уравнение: 


0—=— А. лу. — + В.лу. ах 


ИТ 2 
ИЛИ 
Вах= Аа, 
ИТР 
которое после интегрирования дает: 
Ар 
=, 
т ВИ!- 2? 


А . 
где — означает отношение, в котором находится 


В 
\уах и \ ут, 


‚ когда х обращается в а. Пусть, ради краткости, 
А 


 =—с, 


В 
тогда будем иметь: 


(«НОУТ =ер, 
р 
и—( р ах. 
Интегрирование этого уравнения даст: 


у=Л-НИ 28 — (х-- 5), 


откуда 
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так что 


(у— ЛР (х- 8) = 67, 


откуда ясно, что удовлетворяющая требованию кри- 
вая есть окружность, описанная радиусом с, при оси, 
взятой где угодно. Но удовлетворять требованию бу- 
дет не любая дуга такой окружности, а только та, 
которая, будучи умножена на радиус окружности с, 
дает площадь, ибо мы имеем А == Вс. Следовательно, 
либо радиус окружности с можно выбрать произ- 
вольно и из него найти определенную величину 
абсциссы х—=а, либо же, если а, как мы предпо- 
лагаем, дано, то, обратно, отсюда можно опреде- 
лить радиус с. При этом очевидно, что удовлетво- 
ряющая требованию дуга окружности должна быть 
обращена к оси своей выпуклостью: в этом случае 
площадь оказывается меньше, и поэтому произведе- 
ние площади на дугу будет наименьшим. 


ПРИМЕР Ш 


21. Найти кривую, для которой при данной 
абсциссе х=а было бы минимумом выражение 


\ ухах.\ хаху 1 р. 


&/ 


Пусть, после того как положено х=а, будет: 


\ ухах=А и \хах УИ! 2?=В. 


®/ ®/ 


Будем иметь: 
ЗА = пу. ах.х 
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И 
АВ = — пу. ах -- а 
УТЕ' 
отсюда получится уравнение: 
Вхах —= Аа —Р\_ 
и! + р?’ 
которое после интегрирования дает: 
ха р АРХ еРХ_, 
ВУТЕЯ УТТА 
А 
где положено „= с- Отсюда 
х? = 6? __ Чу 


Р— И 422 — (ха = 52 ах’ 


и для кривой будем иметь уравнение: 
— __ бах _ ах 
У — (а = Я} — (х2 — 62)?’ 
относительно которого нужно отметить, что если 6 
обращается в нуль, то получается уравнение окружности 


— __хах _ 
У 4 — ха’ 
радиус которой равен 2с. 


ПРИМЕЧАНИЕ И 
22. Все эти примеры могут быть решены также и ме- 
тодом, уже изложенным выше; поэтому, так как обоими` 
путями получается одно и то же решение, полезно бу- 
дет на одном примере показать решение вторым путем. 
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Итак, возьмем пример третий, в котором формула 
максимума или минимума (ухах- | х.ах ИТ р? 
Г 


посредством диференцирования и последующего инте- 
грирования по частям приводится к такой форме: 


ух ах \ хахУт р + } хахИТ-Е р? \ ухах. 


*/ «/ ®/ 


Каждый из членов этого выражения содержится 
в случае втором, изложенном выше в 5 7; отыщем 
поэтому диференциальные значения обоих членов; 


их сумма, будучи приравнена нулю, даст уравнение 
искомой кривой. Формула \ ух Ах \ хаху1 + р? при 


сравнении со случаем вторым дает: 


КП=\хахит-Е ра 


Я = ухП, 


откуда оказывается: 


[= ух, М==уП, М№=_П, Р==0 ит. д. 


Затем будет 
[2] =ху 1-Е р, 


а отсюда 


[М =УТЕР, [М =0 и а 


Далее; | р ах-=\ ух ах, значение чего при Х==а, 
«) 


принятое нами вообще за Н, здесь в решении при- 
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мера есть Д, так что У = А —\ ух ах. Поэтому ди- 
ференциальное значение этой формулы будет равно: 
хр(А— \ ух “”. 
СУ”. = 
— ах (, ТЯ, И 
хр ух 4х\ 
ПИТЕР ` 
Вторая форчула | 4хиИ1- р? -- 2? \ ухах при срав- 
нении со случаем вторым 87 дает: 
® П = | ухах 


И ® 


пу. ах [ира 
ах 


+--а 


2=хПУ1- р?, 
откуда будет 


Е=хуУ1-- р’, М=ПИТ- р, 


№М=0 И Р = _ 
ИТР 
и отсюда 


| Г. а = \ хаху1- р; 
поэтому раз Н есть значение | 4х при х==а, то 


Н=В и И—=В— | хахУт-Е р. 
Далее у 
[2] = ух 


[МИ ы=у, [М==х и [Р]=0. 


и отсюда 
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Отсюда получается диференциальное значение, равное 


хр эха» 


1 

пу. = (вк хаху1- ?—--4 ме 
ПИТЕР 

От сложения обоих найденных диференциальных зна- 

чений получается диференциальное значение сложного 


выражения: 


ух ах \ хахУТ-Е р + \ хахИ 1-Е р? | ухах, 


или выражения, заданного в примере 
|ухах. | х аху 1- р?, 

пу. ах (В Вх—* 4 ыы Я) , 
ИТР 


откуда для кривой будет иметь место такое урав- 
нение: 


равное 


Вх ах = Аа 
ИЕ, 


т. е. то же самое, которое мы нашли в решении 
примера. Подобное совпадение будет установлено и 
в общем виде, если кто пожелает поступить таким 


же образом с выражением (2 4х \ Уах. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш. ЗАДАЧА 

23. Найти уравнение между х и у с таким 
\2 Ах 


условием, чтобы прл х=—а дробь получала 


\ Удх 


наибольшее или наименьшее значение, причем Ги7У 
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являются некоторыми определенными или неопре- 
деленными функциями от х, у, р, 4, ги т. д. 


Рещение 
Пусть при х=а 
\2ах=А и \Уах = В; 
тогда, если соотношение между х и`у будет ука- 
зано правильно, дробь а будет максимумом или ми- 
нимумом. Если теперь какую-нибудь одну ординату 
увеличить на частицу му, то дробь = при ‘Хх =—а 


| 2ах 


будет равняться той же самой дроби 
\ тах 


Но тогда \ 2 Ах окажется равным 4, сложенному 
с диференциальвым значением формулы \ 2 4х, Ко- 
торое пусть будет равно 44; подобным же обра- 


зом \ У4х перейдет в В, увеличенное на диферен- 


циальное значение формулы | уах, которое пусть 
будет равно 4В. Итак, от прибавления частицы п» 
|2 Ах 


к ординате у дробь при х —=а превратится 


\ Уах 
А- АА 
Вв- ав’ 
отсюда вытекает уравнение 
ВАА—= АаВ, 


в дробь которая должна быть равной дроби в; 
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которое представит собою искомое уравнение межлу 
хи у. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
24. Следовательно, для нахождения этого уравне- 
ния между хи у нужно достигнуть того, чтобы ди- 
ференциальные значения формул |2 ах и \ тах были 


пропорциональны значениям самих этих формул, при- 
нимаемым ими при х = а. 


ДОПОЛНЕНИЕ ПИ 


25. Хотя кажется, что в этом найденном уравне- 
нии ВАА = АСДВ заключаются две неизвестные по- 
стоянные А и В, однако, обе можно слить в одну. 


В 
ЧА = СавВ, 


А 
Действительно, если положить -- = С, то будет 


и когда будет найдено уравнение, то после подста- 
новки значения 4 вместо х определится значение С. 
ПРИМЕЧАНИЕ 


26. Если сравнить решения этой и предыдущей 
задач, то в них обнаружится полнейшее соответст- 
вие. Действительно, если должно стать максимумом 


или минимумом произведение | 2 4х. \ Уах, то по- 


лучается уравнение 0 = АаВ -- ВАА, если же должно 


| 24 


стать наиболыпим или наименьшим ТТ , 
Уах 
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то найдено уравнение 0 = А4В — ВА, причем 
в обоих случаях буквы А, Ви 4А, аВ сохраняют 
одни и те же значения. Поэтому, так как А и В ве- 
личины постоянные, то ‘оба уравнения отличаются 
только в отношении знака постоянной; ибо если по- 


А 
ложить в = С, то в первсм случае будем иметь: 


4А = — СаВ, а во втором: ДА = СаВ. Отсюда 
для обоих случаев получится и решение почти одно 
и то же, потому что все различие будет заключаться 
только в знаке постоянной величины С. Так что если 
будет найдено уравнение между х и у, которое со-` 
держало бы максимумом или минимумом произведе- 


ние | 2ах.\ тах, то это же уравнение с’ легким 


изменением будет вместе с тем содержать максиму- 


дах 
мом или минимумом и частное =——. 
| ух 
При этом очевидно, что должно ли стать максиму- 
(2ах \ Уах 
мом или минимумом =—— или =——, вобоих слу- 
| ух | 2ах 


чаях получится совершенно одно и то же уравнение. 
Но этого совпадения требует само существо дела; 


ах \ Удх 
максимум, то тем самым ———- 
\ Уах | Рах 


дет минимум, и обратно; отсюда необходимо, чтобы 
обоим вопросам удовлетворяло одно и то же реше- 


ибо если 


бу- 


` 
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ние. В остальном полезно будет заметить и такую связь 


| 2 4х 
между формулой максимума или и 


У ах 


А 
при х =а переходящей в в, и найденным урав- 
нением ВАА — АаВ =0: это уравнение получается 
А 
из диференцирования формулы р › если положить ее 


диференциал равным нулю; что такая связь постоянно 
имеет место, мы покажем в следующем предложении. 
ПРИМЕР 1 

27. Найти кривую, площадь которой, отсечен- 
ная прямоугольными координатами, если абсциссе 
сообщено заданное значение а, находилась бы 
в максимальном отношении к дуге кривой. 

Если положить абсциссу искомой кривой равной х 


и ординату равной у, то площадь будет равна \ уах, 
а дуга \ахУИТ-ЕР?, где положено ду=рах; сле- 
\ уах 
ах УТ Р 


максимумом после того как положено х —&4. ” 


довательно, отношение должно стать 


Пусть для х==а значение формулы \ у4х, т. е. 


площадь, будет равно А, а \ 4х ИУ 1-+ р? ›т.е. дуга, 
соответствующая абсциссе а, будет равна В. Дифе- 


ренциальное значение 4А формулы | уах будет равно 


Г 
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пу. ах:1, а диференциальное значение формулы 


| ах И1-р>, или В, равно 
1 
пу. Ах (--; — а — 
ИТР уа)=— “УЕ Е Го 
Если подставить эти значения в уравнение 
ВАА = АЗВ, 


то для искомой кривой получится следующее урав- 


нение. 
Вах=— Аа ——— 


ИА. 


А 
Положим д = © тем, чтобы для абсциссы х=а 


площадь кривой была равна произведению дуги на 
эту постоянную с. Тогда будет: 


р 


фх — — ——, 
| ИТГ-Е 2? 
а после интегрирования: 
х—р — — (Р 
ИТ? 
или 
ср = (р —х) И1- р?, 
и отсюда 
- __ В —х __ ау 
Р Из—(6—х) ах. 
Следовательно, 
(2 —х) ах "АУДИ: ИКТ 
с — (В — х)? 
у = ое о == } ( ) 
ИЛИ 


(у— Л -- (6 — х} = с, 


О ПРИМЕНЕНИИ ИЗЛОЖЕННОГО ВЫШЕ МЕТОДА 287 


откуда ясно, что искомая кривая есть окружность, 
описанная радиусом с, отнесенная к любой прямой 
как к оси. Требованию же задачи удовлетворяет 
только та часть этой окружности, которая соответ- 
ствует абсциссе, равной а; от этого значения зави- 
сит с таким образом, что если взять абсциссу, рав- 
ную а, то площадь становится равной произведению 


дуги на радиус окружности. р 


Если же, наоборот, дан радиус, 
то на оси нужно взять такую в 
абсциссу, чтобы дуга, умножен- 
ная на радиус, давала площаль. 
Итак, можно удовлетворить тре- А Р 0 
бованию задачи. бесчисленными Черт. 12. 


способами; определенным же во- 
прос станет в том случае, когда заданы две точки, 
через которые должна пройти искомая кривая. Итак, 
примем радиус с за известный и опишем им окруж- 
ность ВМО из центра С (черт. 12). Далее примем 
какую-нибудь линию АРО за ось и примем на ней 
А за начало абсцисс. 

После этого требование задачи будет выполнено, 
если ордината РМ отсечет такую площадь АВМР, что 
она окажется равной произведению дуги ВМ на радиус 


окружно сти ВС. Нотак как вектор ВСМ = 5 ВМ.ВС, 


то площадь АВМР должна быть вдвое больше сек- 
тора ВСМ. Но очевидно, что если как ось, так и ее 
начало берутся произвольно, то часто предписанное 
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условие совсем не может быть выполнено. Действи- 
тельно, если ось АД проходит через центр, то пло- 
щадь АВМР всегда будет меньше, чем удвоенный 
сектор ВСМ, за исключением случая, когда при бес- 
конечно малой дуге ВМ первая ордината ВА также 
будет проходить через центр; а если бы ось АР 
проходила выше центра, тогда никаким образом 
нельзя было бы удовлетворить найденному условию. 
Поэтому необходимо, чтобы ось АД проходила ниже 
центра С, в связи с чем можно было бы сделать 
много интересных геометрических наблюдений, если 
бы это позволила наша тема. В остальном, если срав- 
нить это решение со вторым примером предыдущего 
предложения $ 20, то окажется, что мы нашли со- 
вершенно одно и то же уравнение, должно ли быть 


} ах (ах УГ 


наименыпим или 
| рах 


а“ ИГЕР 


наибольшим. Однако различие состоит в том, что 


А 
радиус окружности с— = в одном случае должен 


быть принят положительным, а в другом — отрицатель- 
ным. Следовательно, если 


} ах (ах УТ р? 
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должен быть наименьшим, то дуга ВМ должна за- 
мыкать пространство АВМР своей выпуклостью, а 
во втором случае своей вогнутостью. 


ПРИМЕР П 


28. Внутри данного угла АСМ (черт. Т) по- 
строить такую кривую АМ, чтобы площадь АСМ, 
ограниченная дугой АМ, была наибольшей из всех. 

Положим угол АСМ или дугу окружности В5, 
описанную радиусом СВ —=1, равными х; пусть х 

АСМ 
обращается в а в том случае, когда р должно 
быть наибольшим. Положим далее СМ —==у, и пусть 


Чу = р4х; тогда Мп =—=у4х, и площадь 
|. 
АСМ = 5. | Ах, 


дуга же АМ оказывается равной \ ах И у? + 2; 


отсюда следует, что максимума Должна достигнуть 


| ах 
дробь ———___ или ее удзоенная величина 
2 \ ах Ут 
| ах 
—_—___. Пусть при х==а будет \ уах = А 
\ ах Ур 


и \ ах И у? 22 =В, тогда при х =а окажется: 
площадь АСМ = 5 А, и дуга АМ =В. Но диферен- 
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циальное значение ФА формулы №. 4х=А равно 


пу. 4х.2у, и диференциальное значение @В фор- 


мулы | ах Уу?-+ р? равно 


1 
ах (Е) . 
Из ах У-- 
Отсюда, так как мы нашли для общего случая урав- 
нение кривой: В 4А = АаВ, следует, что после раз- 


деления на пу: 


2Ву4х— 9 да Ро. 
Из р ИР” 


Умножим это уравнение на р; тогда вследствие ра- 
венства рах == Ау окажется: 


Гу И у? + 2? 
Но 
а Из 78 — _ УЧУ _ 4 рар 
УР яя‘ Уяр 
И 
уау 
= аИуу? 2__ 4р, 
Ку + УР Ир А 7 


откуда получится: 


—_ р. 
2Вуду—= А (ЧИ фа), 
уау ( И у {р НЕА) 
так как . 


р? 
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А 
Интегрируя и полагая затем в ==6, найдем та- 


кое уравнение: 


——_- 60? су? 
2-1 62 —=су 2 рр ИЕ НИ 


или 
УИ — (у? = 92) ау 
р— уз = 6 — ах’ 
и отсюда 
4—6 = 4 


— Уаз бы’ 
а из этого уравнения легко вывести, что если с? -- 
—- 462 есть величина положительная, то построение 
может быть выполнено посредством квадратуры 
круга. Но то же самое еще легче уяснится, если 
вместо 4х или р мы введем перпензикуляр СР, опу- 
щенный из С на касательную МР. Если положить 
этот перпендикуляр СР равным и, то окажется: 

у:и=ахИ у? р2:уах 
и отсюда 

у? 
И уз + 3 

поэтому, в силу равенства 


у = 59% 
= ИУ 


и, 


будем иметь: 
УЕ 6? = си, 


а это, очевидно, есть уравнение окружности. Чтобы 


показать это, возьмем какую-нибудь окружность, 
19* 
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описанную из центра О радиусом ОМ == г (черт. 13), 
. и пусть точка С будет взята в С, так ‘что ОС=Ё. 
‚ Теперь, если провести прямую 
—СМ= у и СР= и перпендику- 
Лярно к касательной МР, то 
СР будет параллельна ради- 
усу СМ. Проведем затем из М 
прямую МАЮ параллельно диа- 
метру ЕР; тогда будем иметь: 


Чёрт. 13. 


И 
РЮ =и— 5, 
‘а так как’ | 
МЕ? —= МР? -|-- РЮ== СМ*— СЕ? РЮ?, 


то 
о Пу — в (и у= у 28и- 8? 
и отсюда , 

УЕ 8? — № = 28. 


Это уравнение при сравнении с найденным 


УЕ 22 = си 
даст 
Що: 2— — 02 д? 
= Ус и 6 дс й 
ИЛИ 
= р? 


Итак, исксмой кривой бу-ет окружность, описан- 


1 
ная радиусом, равным с, причем точка С выби- 
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рается где угодно. В такой окружности требованию 


(’ 
задачи удовлетворит дуга АМ, если будет Аба = 
А 


= А = уе =: радиусу ОМ, т. е. если плошазль АСМ 


будет равна “АМ-АО = удвоенному сектору АОМ. 
А это возможно лишь тогда, когда точка С выбрана 
вне окружности. В этом случае указанное условие 
может: быть выполнено бесчисленными способами, и 
даже можно достигнуть того, что удовлетворяющая 
требованию кривая будет проходить через две за- 
данные точки. 


ПРИМЕР Ш 


29. Найти отнесенную к оси АС (черт. 14) кри- 
вую РАО, для которой при данной абсциссе АС=а 
| ах и 1 - р? 
было бы минимумом =. 
ах ИТР 


Если положить неопределенную абсциссу АР=х, 
и 0 


`’ординату РМ==у и ау= 
— рах,.то 


\ хахиИт- 


| а и! -- р? — 
Черт. 14. 
выражает расстояние центра 
тяжести кривой МАМ, рассматриваемой как одно- 
родно тяжелая, от наинизшей точки А; следова- 


тельно, это расстояние при перенесении Рв С 
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должно стать минимумом. Чтобы найти эту кривую, 
положим, что при х=а будет: 


(хахИТ-Ер=А 


| ИТ--р?=В 
Так как диференциальное значение А формулы 
\ хах ИТ р? -- р? равно — пу. 4 — == УТЕЯ Г ‚ И диференци- 
альное значение 4В формулы у ИТ р? равно 


— лу а, то, подставив это в уравнение 
И! | 
ВАА = А ЗВ, получим: 
РР АДР 
ИТР ИТР? 


А 
Положив здесь в = 5, будем иметь: 


РР = — РР, 
ИГ ИТР? 


откуда- интегрированием находим: 


хр ср — В — 
ИГ” УГ ’ 
ИЛИ 
БИТ - 2 — (Е —х)р, 
а отсюда: 


49 
УС —4):—№ ах 
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Следовательно, 
[Г вах 
У | Ури 
а это уравнение показывает, что искомая кривая 
есть цепная линия, причем начало абсцисс взято 
в любом месте оси АС. Более того, в качестве оси 
можно взять любую прямую, параллельную диаметру 
АС цепной линии, и на ней взять любую точку 
в качестве начала оси. При этом, ‘как бы ни была 
расположена ось и ее начало, требованию вопроса 
будет удовлетворять только та часть кривой, где 
оказывается ----. - | 


(хаху1 р =е\ 4х1 + р?. 


Положим, что за ось принят сам диаметр - АС, а 
за начало вершина А. Так как в А, где х == 0, ока- 


ау 
зывается „==р==0о, то необходимо, чтобы было 


— 62 —0 и поэтому В=с. Но в этом случае 


у= г сах 

\ И — 9х’ 
а эта кривая направлена вверх и оказывается мни- 
мой до тех пор, пока х не станет больше, чем 2с. 
Итак, пусть х=2с--ЁВ { будет равно абсциссе 


АР, а а 


‚ РМ = 
7— | эта ИЕ в’ 


и кривая ДАВ будет обыкновенной ценной линией. 
_Для*того же, чтобы обнаружилось; какая часть ее 
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удовлетворяет задаче, надо заметить, что вследствие 
равенства 4х == 4Ё оказывается 


е - 
Р— И2еЕ- в 
и а 2-Е 
И. 1 2 — , 
ИТ-ЕР Иза- в 
и отсюда 
—— (еда 
аху! 2 — = 2%--Р. 
| и --Р И 26Е-- =У2#-# - 
\хах ИТ 
Само же выражение =—————— обращается в 
| №. ИТР. 
‚.УМИГЕР ГЕ 
———____, Что никоим образом. не может 
И2сё-- в 


стать равным с. Из этого заключаем, что ни ‘одна 
часть этой кривой не удовлетворяет требованию пре- 
имущественно перед остальными. Поэтому начало 
абсцисс нельзя брать в вершине А. Возьмем, следо- 
вательно, его в какой-нибудь другой точке. Если 
положить АР—, то должно оказаться: 


20-й = (с —х)? — 673, 
откуда получается либо 62№--Ё=х—с, либо 
р +{—с— х. Первое уравнение не может иметь 
места, так как, вследствие равенства 4х =—аЁ 
ДУиУГ-ЕР в УГЕР 

или бе 
- | ФИТ | 


выражение 
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не может стать равным с. Пусть теперь х == — В —*, 
в-таком случае абсциссы будут опускаться вниз от 
некоторой выше расположенной точки оси АС; при 


| | хахиТ — ЕАЕИТР 
этом о или со ДОЛЖНО 
4х ИГ р фиг. 


стать равным с, что также не может иметь места; 
из этого надо заключить, что ни одна часть кривой 
не удовлетворяет требованию более, чем какая-либо 
другая. Происходит же это, очевидно, от того, что 
цепная линия, подобно конической гиперболе, имеет 


| хахиГЕА 
ИЕ 


гда может стать равным нулю, каковое значение и 


есть наименьшее. Это можно яснее подтвердить из 
найденного значения —_ 


р= 


две сопряженные части, и поэтому все- 


о 
ИС — х)? — 02 ) 
откуда получается: _ 


УТ НР ряеи-—*) Г, 


св 


где ради краткости положено 
1 


"> УЕ =ы. 


Следовательно, в требующемся случае должно быть 


фо ах 
—-С 


\с— тах 
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ИЛИ 
\ (с — ж)гах ==0. 


° Последнее же выражение должно сверх того’ обра- 
щаться в нуль и в другом случае, так как оно 
должно исчезать при х—=0. Но 
с —х)? ах 
(с— хх)? ах = держа 
И (с —х)2— 62 
1 __——_—— 
(ХИ ФР Ы— 


меху: 1 ия 
9 сруяея 1907 
а это выражение, раз сделавшись равным нулю, дол- 
жно после этого постоянно возрастать, так как 
(с —х)? постоянно положительно и не сможет снова 
стать равным нулю. Поэтому оба предела интегриро- 
{с — х?ах 
Исх 
между собой; а это произойдет, когда х будет рав- 
ным с, в каковом случае кривая, удовлетворяющая 
требованию, оЗращается в нормальную к оси прямую 
линию, которая всегда имеет центр тяжести наи- 
менее от нее удаленный. 


вания формулы должны совпадать 


ПРИМЕР [У 
30. Найти кривую, для которой при данной аб- 


\ ухах 
сциссе х=а выражение ——— 
\ ах ИТ - 2 
симумом или минимумом. 


было бы мак- 
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Пусть при х==а будет ухах=А и 
\ 4х У! — р* = 


Диференциальное значение формулы ух 4х есть 


ДА —= пу. 4х: х = пу. х ах, 


а диференциальное значение формулы (4х ИТ р? 
есть 


ав = — пу. 
“Я: 


Поэтому, в силу равенства ВАА == АаВ, будем 
иметь такое уравнение: 


Вхах=.—4— 
. ИТ 
ИЛИ 
хах—= — а, 
ИГР 


если положить А == Вс?. Отсюда интегрированием 
получится: 


9.2 
_ И -+ 
ИЛИ 
__ ре — ^2 —45, 
Р = лаем ах’ 
это дает. 


у— (6с — х2) ах 
У — (6 — х' 
что является общим уравнением упругой кривой; эта 
кривая обладает тем свойством, что радиус соприка- 
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сающегося круга повсюду обратно пропорционален 
абсциссе х, как это явствует из уравнения 


хах —= — са-—_Р__ 
ИТ 
которое обращается в. 
— 4х 2 
—_., 
-_- 1—2 х 
ИТ-Е р? 
тогла как 3 
— ах __ ах (Е р)? 
а—Р ар 


есть радиус соприкасающегося круга кривой. Требо- 
ванию же задачи удовлежворяет такая часть этой 
кривой, считая от начала, для которой будет: 


г — Ах 
— 22 2— 904 | —_ 
[> 4х = с | аху 1 р 2с | ИЕ ВЬ 


Это ограничение сводится к тому, что ‘должно 
получитЕся 

—___ р- — хо 

| Ах И 454 — (66 — ж3)8 = (22 — ве) | ее =) 


46% — (66 — х?) 


2 


если после обоих интегрирований положить х — а. 
Таким образом постоянная с определится через . а. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ГУ. ЗАДАЧА 


31. Найти такое уравнение между двумя пере- 
менными х и у, чтобы после того как переменная 
Хх. положена. равной а, сделалось. максимумом или 
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минимумом выражение №, являющееся -некотор.й 
функцией интегральных формул \ 2 ах, \ Уах, \ Хх 
и т. 0., где 7, У, Хи т.д. означают какие-ни- 
будь определенные или неопределёнчые функции от 
ху р; аи т. д. 
_ Решение . _ 
Положим, что искомое уравнение между х и у 


уже найдено и что при х=а получается \ 2 ах== А, 


\ Уах = В, | хах=С и т. д., так что, подставляя 


эти значения в выражение , действительно будем 
иметь максимум или минимум. Таким ‘образом, если 
положить, что вторая переменная у в одном месте 
увеличилась на частицу пу и получающиеся отсюда 


изменения введены в каждую из формул | 2 ах, 


\У4х, } хах и т. д., то для И должно. получиться 
то же самое значение. Но от частицы му формулы 
\2ах,\ У ах, |} хах и т. д. увеличатся каждая на 
свое диференциальное значение. Следовательно, ‘если 


положить диференциальное значение формулы \ й ах 
равным &А, . формулы | уах равным @В, формулы 


\ хах равным 4С и т. д., то вместо величин-А, В, 


С и т. д. получатся следующие, увеличившиеся от 
частицы Лу величины: А-4А, В ав, Сас 
и т. Д., И, будучи подставлены в М, они должны 
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сообщить ей то же самое значение, что и величины 
А, В, Сит. д. Положим, что после подстановки 


вместо 24», \ У4х, | Хх и т. д. величин А -- аА, 


В-- ав, С--4С ит. д. получается ай; так 
как 1 4—1, то аЙ!=0. Но это значение 
а, как ясно из природы диференцирования, будет 
найдено, если продиференцировать величину , под- 
ставив в нее вместо интегральных формул буквы А, 
В, Сит. д. и рассматривая эти буквы как пере- 
менные; причем в этом диференциале 44, аВ, аС 
и т. д. будут означать диференциальные зна зения 


соответствующих формул |2 ах, | Гах, \ хах ит. д. 


Взятый в этом смысле диференциал заданной вели- 
чины И и даст, если его приравнять нулю, искомое 
уравнёние между х и у. Ч, т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
32. Итак, если будет задано выражение 1, 


являющееся функцией интегральных формул: | 2, ах, 


| уах, \ Хах ит. д., которое для определенного 


значения х, равного а, должно быть наибольшим 
или наименьшим, то нужно написать вместо фор- 


мул \ 2 ах, \ Уах, \ Хах ит. д. буквы А, В, Сит. д., 
а сделав это,  продиференцирозать  выраже- 
ние ° №, рассматривая эти буквы А, В, С ит. д. 


как переменные и  диференциал — приравнять 
нулю. 
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ДОПОЛНЕНИЕ ИП 

33. В этом диференциале, который будет содер- 
жать буквы А, В, Сит. д. с их диференциалами 
ЧА, аВ, 4С ит. д., буквы А, В, С ит. д. будут 


означать соответственно значения формул \2 4х, 


\ Уах, \ Х4х и т. д., принимаемые ими при х = а, 
а диференциалы @А, аВ, аС и т. д. выражают 
диференциальные значения тех же интегральных 
формул, соответствующие абсциссе х==а. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 


34. Из предыдущего же явствует, что если &, У, 
Х ит. д. будут определенными функциями величин 
ху р, дит. д., то диференциальные ззачения 
АА, аВ, 4С и т. д. не зависят от значения @; и 
наоборот, если 7, У, Х ит. д. будут неопределен- 
ными функциями, то диференциальные значения 4А, 
АВ, АС должны зависеть и от значения 4. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1" 
35. Так как № становится, таким образом, функ- 
цией букв А, В, Си т. д., то его диференциал 
будет иметь такую форму: РА -+ Вав-- Нас-...., 
и отсюда искомое уравнение будет: 
`` 0=рРадфаав-нас-... 


где Р, СО, Н ит. д. будут постоянные величины, 
определяемые через А, В, С ит. д. 
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ДОПОЛНЕНИЕ И 


36. Итак, уравнение, удовлетворяющее задаче, бу- 
дет состоять из диференциальных значений отдель- 
ных интегральных формул, содержащихся в выраже- 
нии максимума или минимума Ш, причем каждое 
будет. умножено на определенную постоянную вели- 
чину; совокупность этих произведений, приравненная 
нулю, и даст требуемое уравнение. 


ПРИМЕЧАНИЕ 1 


37. Этот метод решения предложенной задачи мы 
могли бы уже вывести по индукции из решений двух 
предыдущих задач; действительно, из них уже сле- 
дует, что если формула максимума или минимума Й 
будет произведением двух интегральных формул или 
частным, полученным от деления одной на другую, 
то диференциал выражения ШУ, взятый изложенным 
способом, даст уравнение, соответствующее задаче, 
Но мы предпочли снабдить эту задачу особым ре- 
шением вследствие ее весьма широкого значения. 
Действительно, в этой задаче содержатся все вообще 
вопросы, какие только можно прилумать и предло-. 
жить.в этой области, где требуется получить макси- 
мум или минимум какого-нибудь выражения; так что 
этим предложением вполне исчерпан абсолютный 
метод максимумов и минимумов, рассмотрение кото- 
рого мы предприняли.в первую очередь. Кроме того, 
здесь надо заметить, что если выражение Й содер- 
жит не только интегральные формулы. как мы пред- 
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полагали, но также и определенные функции от х, 
у, р, Чит. д., то решение нисколеко не становится 
труднее. Вместо этих определенных функций точно 
так же нужно подставить постоянные величины, 
в которые они обращаются, если положить х==а, 
но затем при диференцировании И эти величины 
нужно продолжать рассматривать как постоянные, 
потому что определенные функции не получают ни- 
каких диференциальных значений. Чтобы было яснее 
видно, как нужно поступать с выражениями этого 
рода, в следующих примерах встретится много та- 
кого, что вполне осветит этот вопрос. 


ПРИМЕР 1 
38. Найти кривую, отнесенную к прямоугольным 
координатам, для которой было бы максимумом 


или минимумом выражение (1 | р?)12 \ у ах 
+ У | 4х ИТ- р?, если абсцисса х положена раз- 


ной а. 
Положим, что уравнение между хиу, удовле- 


творяющее требованию задачи, уже найдено и что 


при х==а оказывается у=Аи И1- р?=, а так- 
же \ уах=А и \ 4х1 + р?=В, так что 4А = 


— и). ах и аВ — — пу. а — . 
ИТ-Е Р 


Выражение, когорое в этом случае будет макси- 
мумом или минимумом, есть ©А-Г }В, оно имеет 
диференциал © 4А-- Гав, который, будучи прирав- 
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нен нулю, даст требуемое уравнение кривой. Как 
мы видим, здесь буквы © и Г, возникшие из опре- 
деленных функций, рассматривались при диференци- 
ровании как постоянные величины. Подставив теперь 
вместо &А и аВ их значения и разделив на му, по- 
лучим для искомой кривой такое уравнение: 

24ах = ра ——— =. 

УГЕР ГЕ 

Положим Ро так что при х =а будет: 


У — 
ИТ- Р 
Интегрируя, будем иметь: 


х-Ьё __ аУ 
аи ° 


откуда получается: 


у—=А-НИ 62 — (х--5)?. 

Следовательно, удовлетворяющая требованию кри- 
вая есть окружность, описанная радиусом с, причем 
абсциссы взяты на какой угодно прямой и равным 
образом начало абсцисс выбрано где угодно. Вели- 
чина же с, составляющая радиус окружности, опре- 
деляется из фиксированной абсциссы х — а, так как 
при х==а должно быть 


И 
Ит+ 2 


р— 
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Но в этом случае 


У=А-НУ с? — (а-- 5}? 
| рН 
и ЧР Е, 


откуда получается уравнение: 


с? = ВУ с — (а О (с? — (а 63), 
из которого можно определить либо с через а, либо, 
обратно, а через с. Положим й =0 и 6—=— с. так 
что осью будет диаметр окружности и начало абс- 
цисс расположится в вершине; тогда окажется 


У= И 9х — х?, и, следовательно, (@ — с)? = 0, от- 
куда с = а. Отсюда’ понятно, что в этом случае 
требованию удовлетворяет четверть круга. Если же 
взять начало абсцисс в произвольном месте диаметра, 
то будет только й —=0, и, беря положительные ор- 
динаты, получим (а ++ 6)? —0, или В —= —а. Следо- 
вательно, диаметр окружности осгается неопределен- 
ным, и задаче будет удовлетворять та часть взятой 
таким образом окружности, которая соответствует 
абсциссе, проведенной от ее начала до центра 
окружности. 


ПРИМЕР ПИ 
‘39. Найти такое `уравление между х и у, чтл- 
бы для определенчого значения х, равного а, выра- 


жение у [4 УР | у4х сделалось максимумом или 


мичимумом. 
20* 
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Пусть при х==а окажется у== }, \ 4х У! р? = А 
и уах — В; тогда 
ДА = — пу.а РР 
ИТ 2? 
АВ = пу. ах. 


Максимумом или минимумом должно стать выра- 
жение /^В, гиференциал которого есть АВАад-- 
-- ^^ аВ, что, будучи приравнено нулю, даст 

ВЗАУ= — аВ. 


Следовательно, в качестве искомого уравнения 
имеем. 


Ва = ах, 
ИТ 
и, интегрируя, найдем 
Хх — Ври ’ ср 


где положено В [= с. Таким образом имеем: 
Хх 
р —— 
И с? — (6 + х} 
у=й-ЕУ 2 — (6-х). 
Следовательно, если положить х==а, то будет: 


= И 2 — (6 а 


В = | уах па-- \ а/я —(5-- =), 
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где после интегрирования положено х=а. Итак, 
если ввести обозначение В = с, то станет известно 
значение а, и если взять х равным этому значению, 
то на окружности радиуса с отсечется часть, удов- 
летворяющая задач. Между прочим из этого при- 
мера и дополнения У можно заключить, что всякий 
раз, когда формула максимума или минимума будет 


какой-нибуль функцией эти‹ двух формул \ уах 
и \ ах И! —- р?, кривой, удовлетворяющей .требова- 


ни о, будет окружность; нужно только внимательно 
исследовать и определить из решения величину ча- 
сти, удовлетворяющей требованию. 


ПРИМЕР Ш 


40. Найти тажое уразнение между х и у, 
чтобы, если положить х==а, было максимумом 
или минимумом выражение 


ет] УР м [е п Тахир ах. 


Положим, что в ‘заданном случае, когда х==а, 
оказывается 


паху! - р*-=А 
\ е” ГахУННЯ ух — В, 


так чго максимумом или минимумом должно быть 
выражение е-АВ; диференцизл этого выражения есть 
е-А4В —е-АВ ДА, что, будучи приравнено нулю, дает 
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уравнение 4В — В 4А. Но ДА есть диференциальное 


значение формулы п 4х и! --0?, откуда следует, 


п 
что 4А = — пу.а Е ‚ а АВ есть диференци- 
ИР? 
альное значение формулы 
ахУТ--ра 
"| Ра сх, 
которая содержится в случае втором $ 7, где 
Я—е" ГохуГЕр 


П = №. ИТ —- р?, 
так что ( —=е" и 47 = етиаИ. 
Отсюда вытекает, что [ —= е"П и, а остальные буквы 
М, М, Е ит. д. окажутся равными нулю. Далее, 
вследстви» равенства 


П— | “ИТ рь, 


будет 
[2] = Г- р? 
и 
ар 
а 74 = РР, 
и И1- 2? 
откуда 
[М] =0, [4] =0 
И 
[2]=-— Ро. 
ИТР: 


`Теперь имеем: 
| ах те" ГУТ Ц, 
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значение этого выражения при х==а будет равно. 
пВ, а отсюда 


Ил (В— [с УИ 4), 
Итак, по данному правилу получится: 
— 4([Р] У) _ 
18 — тах (44) — 
пр (в |2” 14®УНЯ 4х) 
ИТР 
п Вр 
ИТР. 
так как 48 = ВАА. Интегрируя, будем иметь: 
пр (в— № ал) п Вр 


—— ——=— ИВ, 
ИТ ИТ? 


у 79 аху1 2 
ет ме"! ТР 


— — му.4 


— — лу. 4 


а отсюда 


Так как из этого уравнения исключилось определен- 
ное значение 4, то очевидно, что найденное уравне- 
ние одинаково годится для любого значения х. Чтобы 
развернуть это уравнение, возьмем от него дифе- 
ренциалы; тогда получим: 

Бар ил | ахУТЕ р: 

УТ Р 

Это уравнение, после умножения на у! —- р? и инте- 
грирования, дает: 
пь п [ахут- р: 
> с=е 


4х. 


э 
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а это значение показательной величины, при под- 
становке в предыдущее уравнение даст: 


ВХ сх рар 
р УТ 
` ИЛИ 
— Вар 


Рин 
ренелении о 


р (16 + ср) УТ. 


Более удобное уравнение получается, если положить 


ахиИт-Е =, 


®/ 


причем 5$ будет дуга кривой, если х и у означают 
прямоугольные координаты. Таким образом будем 
иметь уравнение: 

по + ср==е"р, 


которое после умножения на 4х переходит, в силу 
равенства 4у = рах, в такое: 
п ах -- с4у = =" ау. 


Но так как при х=—0 дуга $ должна исчезать, то 
необходимо, чтобы в этом случае было 


ПВ 
— — 0. 
с 


Отсюда, таким образом, либо при заданном начале кри- 
вой определится постоянная с, либо, обратно, из с ста- 
нет известным положение первой касательной. Между 
прочим, если мы внимательно рассмотрим эту за- 
дачу, то заметим, что она уже содержится в одном 
из примеров предыдущей главы, $ 45. Действительно, 
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наше выражение, которое должно быть максимумом 
или минимумом, есть 


в Гаутм аут 
р п | у ти ТР" дх, 


положим его равным , тогда будем иметь: 


ахУ1-{ рз ах 1 -{ р" 
у = еТУТЯ, 


и диференцированием получится: 
ат паху 1+ р? = ах. 


Итак, выражение максимума или минимума № за- 
дано диференциальным уравнением, содержащимся 
в случае четвертом 57, что приводит, если с ним 
поступить надлежащим образом, к тому же самому 
уравнению, которэе мы нашли здесь. Вопрос же, со- 
держащий это уравнение, мы разобрали выше в $ 45 
предыдущей главы, где можно видеть присоединен- 
ным этот самый случай. Сделав сравнение, мы уви- 
дим полное согласйе между различными решениями. 
одной и той же задачи, какие можно предпринять. 


ПРИМЕР ТУ 


41. Найти ‘кривую, для которой при данной 
абсциссе х = а було бх максимумом или миниму- 
мом выражение 


ах пу ИЕ 
| ах су УТ. 
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Пусть при х = а окажется 


\ 9х И 1-- р2зту= А 


\ 4х ИГ-- розу = В; 


если взять диференциальные знач-ния, То окажется 


ДА = пу-4х 1 р? соз ея) 
(ИТР со Е. 
И 
аВ—пу-4х (— | 2 51 —--4 Е). 
ИР эту ТЕ 
И так как А должно быть максимумом или миниму- 


В 
мом, то будем иметь: ВАА = А@В, следовательно, 


А 
положив т, — т, получим: 
рту __ 


ИТ и ахс 
и 1 }Цхсозу— а ——— 
ТР 7 ИЕ 


—-—тИ 1 Ах зу — та. 
ИТ--р У РА 


Умножив на р, будем иметь вследетвие равенств 


ЧИТЕР ту) =4УУТ-ЕР: созу + РР 


ИТ 1? 
И 
а(ИТ- р’ созу) = — ЧИТ? эту 225085 
ИТР? 
следующее уравнение: 
Итт ра р зшу — 
4(У 1-|- рту) — ЧЕ 
р? соз у 


— та (У 1 —- р*соз у) — та 


ИТР’ 
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которое, после интегрирования и упрощения даст: 
пу _ тсозу + 

И1+м Угм 
ИЛИ 
БИ 1-Е р? = ту — тсозу. 
Здесь нужно заметить, что если положить х==а, 
то должно оказаться 


“Ут рту 


тАк, 
| «УГ с0$ у 


Пусть , 
т — МИ ур. 
— 605и 5П, 
тогда 
т (у— п) 
2 
БУТ ре = с0$ п 
и 


у=и-- агс за (6 У1- р?.50$ п). 


А так как Ду=рах, то будет ая =“ Но 


срар 
И(- 2) а @— сз, 


где положено 660$ п==е. Из этих равенств полу- 


А 


чается 
к о 
ИРИ — 9 (Г 9) (1 — с* — (33) 


у = | срар 
ИИ 29 (1 — 22 — ср), 
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длина же кривой будет равна: 


ен Сар атс т РР. 
И! — с? — с2р? (И! — с: 


Поэтому, если обозначить дугу кривой через $, то 
будем иметь следующее изящное уравнение: 


сау 
уг—а' 
Построение же кривой само собой выводится из 
предыдущих формул. 

ПРИМЕЧАНИЕ П 

42. Итак, в этих главах мы вполне завершили ту 
часть метода максимумов и минимумов, применен- 
ного к нахождению кривых линий, которую мы на-` 
звали абсолютной и в которой всегда разыскивается 
кривая линия, сообщающая для некоторого данного 
значения абсциссы или другой переменной х макси- 
мум или минимум какому-нибудь неопределенному 
выражению. Действительно, это выражение, которое 
должно быть максимумом, будет представлять собой 
либо одну какую-нибудь интегральную формулу 


вида | 2 4х, где 2 будет некоторой опрэделенной или 


неопределенной функцией от х, у, р, д ит. д., — слу- 
чаи, для которых мы дали метод в предыдущих гла- 
вах; либо это выражение максимума или минимума 
будет заключать в себе несколько такого же рода 
интегральных формул, так что будет некоторой функ- 
цией двух или нескольких интегральных формул — 


ах 310 $ = 


О ПРИМЕНЕНИИ ИЗЛОЖЕННОГО ВЫШЕ МЕТОДА 317 


и для этого случая подходящий метод изложен и 
освещен примерами в настоящей главе. Весь же ме- 
тод, который мы здесь дали, основан на нахождении 
диференциальных значений, принадлежащих отдель- 
ным интегральным формулам, которые либо сами 
должны быть максимумом или минимумом, либо со- 
держатся в выражении максимума или минимума; а 
потому весь метод решения сводится к тем случаям, 
сводку которых мы представили в $ 7 этой главы. 

Таким образом, кто помнит или имеет под рукой 
эти случаи, тот будет . подготовлен к легкому реше- 
нию всех задач этого рода. Но перечисленные там 
случаи составляют не только абсолютный метод мак- 
симумов и минимумов: ити будет исчерпан и вто- 
рой, относительный, метод, к которому мы присту- 
пим в последующем изложении; отсюда полностью 
уяснится величайшая польза этих случаев в обоих 
методах. 

Эту часть исследования мы изложим в двух гла- 
вах, причем в первой будем придавать всем кривым, 
из числа которых нужно выбрать искомую, одно ка- 
кое-нибудь общее свойство, а в следующей — не- 
сколько таких свойств. 


$. 


'->$}$ 


ГЛАВАТПЯТАЯ 


МЕТОД НАХОЖДЕНИЯ КРИВОЙ, 
ОБЛАДАЮЩЕЙ СВОЙСТВОМ МАКСИМУМА 
ИЛИ МИНИМУМА, СРЕДИ ВСЕХ КРИВЫХ, 
ИМЕЮЩИХ ОДНО И ТО ЖЕ СВОЙСТВО 


нс нннаны > 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 


1. (еее свойство есть интегральная формула, 
или неопределенное выражение, имеющее 


‚одинаковое значение для всех кривых, из числа ко- 


торых надо определить искомую. 


ПРИМЕЧАНИЕ 1 

2. В предыдущем мы изложили абсолютный метод 
максимумов и минимумов, в котором постояино тре- 
бовалось среди всех вообще кривых, соответствую- 
щих одной и той же абсциссе, разыскать ту, которая 
обладала бы свойством какого-нибудь максимума или 
минимума. 

Теперь же мы перейдем к методу относительному, 
в котором мы научим определять линию, обладаю- 
щую свойством максимума или минимума, не из всех 
воэбще линий, соответствующих одной и той же 
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абсциссе, а лишь из тех, все же бесчисленных, кривых 
линий, для которых оказываются общими одно или 
несколько каких-либо заданных свойств. 

И прежде всего мы в этой главе рассмотрим соот- 
ветствующие одной и той же абсциссе бесчисленные 
кривые линии, имеющие одно какое-нибудь общее 
свойство, и из них отыщем одну линию, для которой 
какое-нибудь неопределенное выражение получало бы 
наибольшее или наименьшее значение. Из относя- 
щихся сюда вопросов особенно известна изоперлмет- 
рическая задача, опубликованная в начале этого 
столетия, в которой требуется среди всех кривых, 
имеющих одну и ту же длину и соответствующих 
одной и той же абсциссе, определить ту, которая 
заключала бы в себе свойство какого-нибудь макси- 
мума или минимума. Впоследствии эта задача была 
поставлена в более широком смысле, так что опре- 
деление должно было быть произведено не только 
среди всех кривых одной и той же длины, но также 
среди всех кривых, обладающих каким-либо другим 
общим свойством; этот именно вопрос мы и намерены 
разобрать в настоящей главе. И так как кривая должна 
быть ‘выбрана не из всех вообще кривых, соответ- 
ствующих олной и той же абсциссе, но из тех, 
все же бесчисленных, кривых, которым одинаково 
присуще какое-нибудь наперед заданное свойство, то 
следует прежде всего рассмотреть само это свойство, 
которому мы здесь и присваиваем название общего 
свойства. 
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Это общее свойство, как, например, одинаковая 
длина кривых, должно относиться ко всем точкам 
промежутка и поэтому будет неопределенной функ- 
цией, которая определяется положением не одного 
элемента кривой, а всей кривой. Следовательно, такое 
общее свойство будет или простой неопределенной 
интегральной формулой или выражением, содержащим 
несколько формул этого рода. Оно будет, таким 
образом, образовано совершенно так же, как сама 
формула или выражение максимума или минимума. 
Поэтому те же самые разновидности и подразделения, 
которые мы установили и рассмотрели для формулы 
максимума или минимума, будут одинаково относиться 
и к общему свойству. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


3. Итак, если задано общее сгойство, которое мы 
назовем В, то должны быть рассмотрены все кривые, 
которые для данной абсциссы имеют одно и то же 
значение В; и из них должна бызь определена та, 
которая сообщала бы максимум или минимум. 


ДОПОЛНЕНИЕ П ,. 
4. Следовательно, в относящихся сюда задачах 
должны быть даны два условия: общее свойство В 
и выражение максимума или минимума А. Если они 
даны, то можно будет среди всех кривых, имеющих 
для данной абсциссы одно ито же значение В, опре- 
делить ту, которая для той же абсциссы сообщала 
бы А наибольшее или наименьшее значение. 
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ДОПОЛНЕНИЕ Ш 


5. Но кривые, которые для данной абсциссы имели 
бы одно и то же общее свойство, существуют не 
только в бесконечном множзстве, но и в бесконечном 
разнообразии. В самом деле, пусть взята какая угодно 
кри‘ая, имеющая определенное значение заданного 
общего свойства; кроме этой кривой будут сущест- 
вовать другие бесчисленные -кривые, содержащие то 
же самое значение общего свойства для. той же абс- 
циссы. 


- ДОПОЛНЕНИЕ 1 


6. Итак, если задано какое-нибудь неопределенное 
выражение, то’ появятся бесчисленные виды бесконеч- 
ного множества кривых, ‘причем ‘каждый вид будет 
заключать в себе бесчисленные кривые, содержащие 
для той же данной абсциссы то же самое значение 
этого выражения. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 


7. И в то время, как будет существовать бзско- 
нечное множество вилов, содержащих, каждый в от- 
дельности, бесчисленные кривые линии, для которых 
будет иметь одинаковое значение выражение, задан- 
ное как их общее свойство, — в каждом отдельном 
виде- будет существовать одна кривая, которая - по 
сравнению с остальными кривыми того же вида будет 
сообщать выражению А максимум или минимум. 
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ДОПОЛНЕНИЕ "1 

8. Следовательно, так как в каждом виде находится 
одна кривая, обладающая свойством максимума или 
минимума, то вообще найдется бесчисленное множество 
таких кривых, удовлетворяющих требованию, из ко- 
торых Любая будет обладать свойством максимума 
или минимума среди всех других кривых, обладаю- 
щих одинаковым с нею общим свойством. 

ПРИМЕЧАНИЕ П 

9. Все эте более уяснится, если мы за общее 
свойство, о котором до сих пор говорили в общих 
чертах, возьмем какое-нибудь определенное. Итак, 
пусть общим свойством будет формула, выражаюшая 
длину дуги кривой, а выражением максимума или 
минимума пусть будет \ 2ах, так что среди всех 
кривых, которые для одной и той же абсциссы имеют 
равные между собой дуги, должна быть определена 
та, которая для той же абсциссы сообщала бы \2 ах 
максимум или минимум. Очевидно, что для одной 
и той же абсциссы не только можно указать бесчис- 
ленное множество кривых линий, равных по длине, 
но это также можно сделать бесчисленными спосо- 
бами. Пусть, например, общая абсцисса равна а; 
возьмем какую-нибудь длину дуги с, большую чем а; 
можно указать бесчисленное множество линий как 
прямых, так и кривых, у каждой из которых длина 
дуги была бы равна с и среди них можно будет опре- 
делить одну, для которой | Г ах был бы максимумом 
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или минимумом. Но вместо с можно взять бесчислен- 
ное множество других величин, потому что для него 
нет никакого условия, кроме с> а; и любое значе- 
ние, взятое вместо с, даст одну кривую, обладаю- 
щую свойством максимума или минимума. Поэтому 
для бесчисленных значений с будет найдено бесчис- 
ленное множество кривых, удовлетворяющих требо- 
ванию задачи. Нельзя, однако, на этом основании 
считать Задачу неопределенной, потому что само ре- 
шение, дающее бесчисленные кривые, удовлетворяю- 
щие требованию, должно быть истолковано таким 
образом, что каждая из найденных кривых сообщает 
формуле |2 Ах наибольшее или наименьшее значение 
по сравнению со всеми другими кривыми равной 
с ней длины. При этом очевидно, что то же самое, 
что мы здесь показали относительно равных дуг кри- 
вых, будет иметь силу и относительно любой другой 
неопределенной формулы’ или выражения. Так, на- 
пример, если среди всех кривых, имеющих для данной 
абсциссы х==а одно и то же значение формулы 
| У4х, разыскивается та, для которой |2 ах было 
бы максимумом или минимумом, то найдется бесчис- 
ленное множество кривых, удовлетворяющих требо- 
ванию, но они будут различаться между собой тем, 
что каждая из них будет сообщать наибольшее или 
наименьшее значение формуле | 2ах по сравнению 
со всеми другими возможными кривыми, имеющими 
общее с нею значение формулы | уах. 


21* 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. ТЕОРЕМА 

10. Та кривая, которая среди всех вообще кри- 
вых, соответствующих одной и той же абсциссе, 
обладает свойством какого-либо заданного макси- 
мума или минимума, будет в то же время обла- 
дать тем же самым свойством максимума или 
минимума среди всех кривых, имеющух какое-нибудь 
общее с нею свойство. 


Доказательство 


‚ Пусть выражение максимума или минимума обо- 
значено через А, а общее свойство — через В; „как 
А, так и В будут либо неопределенными интеграль- 
ными формулами, либо выражениями, составленными 
из нескольких формул этого рода. Положим, что уже 
найдена кривая, которая среди всех вообще кривых, 
соответствующих одной и той же абсциссе, сообщает 
выражению А максимум или минимум; эта кривая 
будет иметь какое-то определенное значение выраже- 
ния В, а кроме нее будет существовать бесчисленное 
множество других кривых, которым принадлежит то 
же самое значение выражения В. И все эти бесчис- 
ленные кривые уже содержатся среди тех, всех вооб- 
ще, кривых, из числа которых найдена кривая, со0б- 
щающая выражению А максимум или минимум. Сле- 
довательно, эта кривая, раз она обладает заланным 
свойством максимума или минимума срели всех вообще 
кривых, булет сообщать выражению А наибольшее 
или наименьшее значение также и среди всех тех 
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бесчисленных - кривых, ` которые имеют с ней общее 
выражение В. Ч. т.- д. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 

‚11. Итак, абсолютный метод служит также для 
решения задач относительного метода, поскольку он 
всегда указывает одну кривую, удовлетворяющую 
требованию. Но все же он не дает полного решения. 


ДОПОЛНЕНИЕ И 
12. Итак, кривая, сообщающая среди всех кривых 
выражению 4 максимум или минимум, будет одною 
из тех бесчисленных кривых, из которых каждая по 
сравнению со всеми другими кривыми, обладающими 
с нею общим свойством В, сообщает тому же самому 
выражению А максимум или минимум. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

13. Следовательно, решение задачи о разыскании 
среди всех кривых, обладающих одним и тем же 
общим свойством В, той, ‘для которой А было бы 
максимумом или минимумом, будет более общим, чем 
если разыскивается безотносительно среди всех кривых 
та, для. которой А оказывается максимумом или 
МИНИМУмом; и первое решение будет заключать в себе 
второе как специальный случай. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ П. ЗАДАЧА 
14. Дать общие очертания метода решения за- 
дач, в которых требуется среди всех кривых, обла- 
дающих некоторым общим с+ойством, разыскать 
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ту, которая обладала бы свойством какого-либо 
заданного максимума или минимума. 


Решение 


Всякий максимум или минимум отличается тем, что 
значение его совсем не меняется, если произвести 
бесконечно малое изменение. 

Поэтому, если кривая аг (черт. 15) среди всех 
кривых, соответствующих одной и той же абсциссе АХ, 
которые обладают общим свойством В, сообщает 


2 


А ИКЕММОРОЯЗТ 2 
Черт. 15. 


наибольшее или наименьшее значение выражению 2, 
то она сохранит то же самое значение, если сообщить 
ей такое бесконечно малое измененйе, которым не 
будет нарушено общее свойство В. А для этого недо- 
статочно увеличить на бесконечно малую частицу пу 
одну только ординату, например /Л№п, как мы это де- 
лали раньше, так как тогда такое изменение будет 
определяться единственным условием и нельзя будет, 
производя его, достигнуть того, чтобы как общее 
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свойство В, так и выражение максимума или мини- 
мума А имели одинаковое значение для первоначаль- 
ной кривой и измененной. Поэтому производимое 
изменение должно быть определено двумя условиями; 
а это будет достигнуто, если увеличить две ординаты 
№ и Оо на бесконечно малые частицы у и 0%, 
И вот, если представить себе, что кривая изменяется 
указанным образом, то, во-первых, нужно будет сде- 
лать так, чтобы общее свойство одинаково принадле- 
жало как первоначальной кривой, так и измененной; 
а затем и выражение максимума или минимума должно 
будет у обеих кривых сохранять одно и то же зна- 
чение. Первое условие будет осуществлено, если для 
того выражения, в котором заключается общее свой- 
ство, отыскать диференциальное значение, возникаю- 
щее от перенесения пвуиов %, и положить его 
равным нулю; второе же условие будет соблюдено, 
если точно так же для выражения, которое должно 
быть максимумом или минимумом, отыскать диферен- 
циальное значение, возникающее от двух частиц пу 
и 0%, и положить его равным нулю. Таким образом 
булут получены два уравнения, одно из общего 
свойства, другое из выражения максимума или мини- 
мума; и оба они будут иметь форму 


$. пу-- Т.о® =0, 


где 5 и 7 будут величины, относящиеся к кривой 
линии. Из двух уравнений такого рода исключатся 
частицы ИУ и 00, и получится уравнение искомой 
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кривой, которая среди всех других кривых, облада- 
ющих общим“ свойством В, сообщаег наибольшее 
или наименьшее значение выражению А. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 | 

_ 15. Следовательно, решение задач этого рода так- 
же сводится к нахождению диференциальных значе- 
ний; сами же диференциальные значения тем отли- 
чаются от данных нами ранее, что должны опреде- 
ляться из перенесения двух точек кривой. 


_ ДОПОЛНЕНИЕ ПИ 

16. Итак, в каждой задаче надо отыскать два таких 
диференциальных значения, которые возникают от 
двух. частиц пу и 00: одно для общего свойства, 
другое для выражения максимума или минимума. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

17. А найдя в каждой - задаче эти два диференци- 
альных значения, нужно каждое из них приравнять 
нулю; отсюда получатся два уравнения, которые, по 
исключении взятых нами частиц му и о®, дадут одно 
уравнение, выражающее природу искомой кривой. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1" 

18. Итак, если среди всех кривых, соответствую- 
щих одной и той же абсциссе, козорые одинаково 
обладают общим свойством В, разыскивается та, для 
которой выражение ДА было бы максимумом или 
‘минимумом то нужно найти диференциальные значения 
обоих выражений А и В, возникающих от двух час- 
тиц пу и 0®, и приравнять их нулю; если из этих 
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двух уравнений исключить частицы яу и.0®, то полу- 
чится уравнение искомой кривой. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 


19. Таким образом в этих действиях оба выраже- 
ния Аи В трактуются совершенно одинаково, и не 
принимается в соображение, какое из них означает 
общее .свойство и какое максимум или минимум. 
Отсюда ясно, что должно получиться то же самое 
решение, если выражения Ди В заменят друг друга. 


ДОПОЛНЕНИЕ И 

20. Итак, получится одно и то же решение, будет ли 
среди всех кривых, обладающих общим свойством В, 
разыскиваться та, для которой А было бы максиму- 
мом или минимумом, или же, обратно, среди всех 
кривых, обладающих общим свойством А, будет 
разыскиваться та, для которой В было бы максимумом 
или минимумом. 


ПРИМЕЧАНИЕ 

21. Что оба выражения 4 и В, хотя бы они, рас- 
сматриваемые сами по себе, означали совершенно 
различные вещи, могут заменить друг друга, — яв- 
ствует из самого характера решения. Если мы 05- 
ратимся к обеим частицам лу и о, на которые 
увеличиваются ординаты Л и Оо, то видим,.. что 
они, во-первых, должны быть таковы, чтобы общее 
свойство В сохраняло одно и то же значение. как 
в первоначальной кривой, так и в измененной; т. е. 
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общее свойство В должно одинаково принадлежать 
кривьм атпорг и атуюрг; а затем точно так же 
нужно посредством этих же частиц лу и ою достиг- 
нуть того, чтобы выражение 4, которое должно быть ` 
максимумом или минимумом, получало одно и то же 
значение как для кривой атпорг, так и для атуорг. 
И притом как общее свойство, так и природа мак- 
симума или минимума вводят в вычисления совершенно 
одинаковые условия, откуда ясно, что оба данные 
выражения, из которых одно заключает в себе общее 
свойство, а другое выражает природу максимума или 
минимума, могут быть поставлены одно на место 
другого, с сохранением того же решения. Поэтому 
при решении такого рода задач достаточно знать оба 
эти выражения; и нет надобности для решения знать, 
какое из них обозначает общее свойство и какое 
максимум или минимум. 

Так, например, если среди всех кривых, равных 
по длине, разыскивается та, которая заключает 
наибольшую площадь, то будет найдена та же самая 
кривая, которая получится, если среди всех кривых, 
заключающих равные площади, будет разыскиваться 
та, которая была бы самой короткой, т. е. имела бы 
наименьшую длину. Так это происходит в том слу- 
чае, когда природа разыскиваемого максимума или 
минимума такова, что его диференциальное значение 
равно нулю. Но мы уже заметили выше, что макси- 
мумы или минимумы бывают двоякого рода: в одном 
‚- случае диференциальное значение равно нулю, а вдру- 
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гом равно бесконечности. Здесь же мы рассматриваем 
только максимумы и мунимумы первого рода, потому 
что второй род в этом относительном методе вовсе 
не может иметь место. Действительно, если диферен- 
циальное значение, принадлежащее выражению мак- 
симума или минимума, положить бесконечно большим, 
то из одного этого уже получается уравнение кри- 
вой; так что общее свойство не приходится прини- 
мать в расчет. Поэтому, если в абсолютном методе 
имеет место максимум или минимум этого рода, то 
та же самая кривая будет обладать тем же свойством 
и в относительном методе, какое бы ни присоедини- 
лось общее свойство. И вот, так как вся сущность 
решения этого рода задач сосредоточена в нахожде- 
нии диференциальных значений, возникающих от двух 
частиц пу и 0®, то мы изтожим метод нахождения 
диференциальных значений этого рода для любого 
неопределенного выражения, применяя тот же способ, 
каким мы выше пользовались для нахождения дифе- 
ренциальных значений, возникающих от одной час- 
тицы пу. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш. ЗАДАЧА 


22. Пусть дано какое-нибудь неопределенное вы- 
ражение, отнесенное к данной абсциссе АЙ (черт. 15); 
требуется найти его диференциальное значение, 
возникающее от перенесения двух точек ‘кривой 
п иовуи ош. 
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Решение 


Положим абсциссу -АГ- равной х и ординату -П 
равной у; тогда ЛАКЁ=у!',. [1—9 Мт — у", 
№ = У“, Оо =уУ\, Рр==У\ и т. д. Из этих орди- 
нат только две, а именно УУ и у’ испытывают. из- 
менение от прибавления к ним частиц пу и ою. Та- 
ким образом диференциальное значение ординаты уУУ 
будет равно пу, диференпиальное значение ординаты у\ 
будет равно ою, а диференциальное значение осталь- 
ных ординат будет равно нулю. Отсюда найдутся 
диференциальные зчачения остальных относящихся 
к кривой величин р; 4, г, $ ит. д., поскольку они 
зависят от этих двух ординат УУ и у“. Например, 
У У 

их’ 
для р будет равно нулю; равно как и для р’ и р". 

У— у" 

ах 


так как р=: то диференциальное значение 


Но так как р’ —* ‚ то диференциальное зна- 


уу — А 
ах 


1\ о® ПУ 
то диференциальное значение р'\ будет равно Ех’ 


и’ п! 
чение р’’ будет: равно 


ик’ @ Так как рУ = 


0® 
далее для рУ оно будет равно — я: Затем, так как 


р-р 
9 — @х ` 


‚то диференциальное значение для а'' бу- 


ПУ . - - 0® - пу 


пт раео дя для 4" равно ая вт’ для. ФУ 


“равно — р пон” 1.8» для 4“ равно т . Подобным же 


образом можно перейти и к последующим величи- 
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нам -^,.5`и т. д. с их частными значениями; и отсюда 
получится следующая таблица, в которой показаны 
лиференциальные значения каждой из этих величин: 


ау —=п пу 
„У аа" = 
`4у’ —=о® . 
ит 06 
ди ПУ ` 45? ах? 
Р _ ах ... дом — 20% 
артУ пу | 00 7 — аа 4х? 
_ ах ах о® 
У — — 
| ару — [оо 44° 4х2 
ат. =— -- хз 45 ы ах“ 
Зпу.,. 0% ‚- -4пу |, 0% 
47! = — 4хз -- 4х3 4$ = — ха —- Я ха 
ЗПУ Зо® [6715 д4о® 
АН — | —— 45" = 
4х3 Ч хз Аха 4х4 
и МУ Зо® ш ___ 4 | 60% 
Чт "= — па Та 45 д Г дя 
у 0% и — + М” _ 40% 
947" — - д 45 а Ц 
У — 1 0% 
45” = Яя 
ит. д. 


‚ Из этой таблицы видно, . что в диференциальных 
значениях встречается столько же членов, содержа- 
щих частицу оф, сколько и содержащих частицу лу, 
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и что те и другие члены имеют равные коэфициенты; 
различие же состоит в том, что каждому члену, со- 
держащему частицу 0%, соответствует величина, не- 
посредственно следующая за той, которой соответ- 
ствует сходный член, содержащий лу. Например, как 


2пу 
член — 73 встречается в диференциальном значении 


ели "', так 206 тся в дифе 
величины 4"", так член — т; содержится в диферен- 


циальном значении следующей величины 9. Далее, 
вследствие наличия в диференциальных значениях 
двоякого рода членов, из которых одни содержат 
частицу #у, а другие частицу 0ю, диференциальное 
значение какого угодно неопределенного выражения 
будет иметь такую форму: пу./-- ою.К. Здесь, во- 
первых, очевидно, что первый член лу.[ есть дифе-. 
ренциальное значение того же выражения, возни- 
кающее, если рассматривается одна только частица пу, 
и поэтому п»./ будет то самое диференциальное зна- 
чение, которое мы выше научились определять для 
какого угодно данного выражения, так что этот член, 
согласно указаниям, данным выше, может быть по- 
лучен для любого неопределенного выражения. Что 
касается другого члена ою.А, то так как отдельные 
члены, в которых содержится о®, постоянно соот- 
ветствуют величинам, следующим за теми, которым 
соответствуют сходные члены, содержащие частицу лу, 
то ясно, что величина К’ будет тем значением, кото- 
рое принимает величина / в ближайшем предшествую- 
щем месте, и что поэтому К=—7 =, - 4/,. 
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Поэтому, так как мы можем указать член пу./. 
согласно указаниям, уже данным выше, то отсюда 
далее станет известным и другой член о®.К== 
—о0ю. (1, --- аГ,). Итак, пусть У какое-нибуль неопре- 
деленное выражение, для которого надо определить 
диференциальное значение, возникающее от двух 
частиц му и о. Положим, что его диференциальное 
значение, возникающее от одной частицы 7%, равно 
пу.1; диференциальное значение, которое возникает 
от обеих частиц пу и 0%, будет равно 


пу ГР о®- 1, 
пу. Г- об, Г 91,,); 


ИЛИ 


следовательно, оно легко может быть указано при 
помощи данных выше правил. [19] Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


23. Итак, научив находить для всех выражений 
диференциальные значения, которые возникают от 
одной частицы пу, мы теперь можем определять ди- 
ференциальные значения, возникающие от двух ча- 
стиц му и 0%. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 


24. Следовательно, этот метод будет пригоден для 
нахождения диференциальных значений как тех вы. 
ражений, которые не зависят от величины заданной 
абсциссы АЙ, так и тех, которые зависят от нее. 


336 - Л. ЭЙЛЕР 


ДОПОЛНЕНЯЕ Ш 
25. Даже и тогда, когда заданное выражение, ко- 
торое либо солержит общее свойство, либо должно 
стать максимумом или минимумом, будет функцией 
двух или нескольких интегральных формул, его ди- 
ференциальное значение, возникающее от двух ча- 
стиц Лу и 0%, определится по тому же правилу. 


ПРИМЕЧАНИЕ 

26. В предыдущих главах мы видели, что дифе- 
ренциальное значение любого выражения, возникаю- 
щее от одной частицы пу, имеет такую форму: 
пу.ах.Т, или пу. Гах, где ТГ означает конечную ве- 
личину; поэтому диференциальное значение того же 
выражения, возникающее от двух частиц пу и 00, 
будет. равно пу. Гах-- ою.Т 4х, как мы показали 
в решении. Но та же самая форма легко может быть 
выведена и таким образом: если положить с® == 0, 
то должно получиться то диференциальное значение, 
возникшее от олной частицы пу, находить которое 
мы научились выше, и оно будет равно пу. Гах. 
Если положить пу=0 и принять в рассмотрение 
только частицу о, то диференциальное значение 
будет найдено таким же способом, каким мы 
пользовались выше; но оно не будет равно о®.Тах: 
так как частица о берется на следующем месте, 
то. вместо Г нужно взять ее предшествующее . зна- 
чение, так что истинное диференциальное значе- 
ние будет равно оо. ТГ, ах. Если же принять в рас- 
смотрение обе частицы пу и оф вместе, то диферен- 
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циальное значение будет равно му: Гах - о®. Г, ах, 
потому что в выкладках ‘частицы пу и ою® никогда 
не будут смешиваться одна с другой и каждую всегда 
можно будет рассматривать отдельно. Чтобы согла- 
совать это со способом обозначения, принятым в пре- 
дыдущей главе, положим, что У какое-нибудь неоп- 
ределенное выражение, которое для определенной 
абсциссы АЙ = а принимает значение А, и что его 
диференциальное значение, возникающее от части- 
цы лу, равно пу.4А, где 4А будет означать то же 
самое, что раньше ТАх; это значение А сможет 
быть найдено из выражения ИУ способом, изложенным 
в предыдущих главах. Когда оно будет найдено, то 
диференциальное значение того же выражения У, 
возникшее от двух частиц лу и 0%, окажется равным 
пу. 4А-- о®.4А,, где 4А, означает величину @А, 
уменьшившуюся на свой диференциал. Но хотя это на- 
хождение диференциальных значений, возникающих 
от двух частиц, совершенно необходимо для нашей 
цели, однако, самое решение относящихся сюда за- 
дач снова сведется к тому, что оно сможет быть 
выполнено при помощи одних только диференциаль- 
ных значений, найденных изложенным выше способом, 
т, е. тех, которые порождаются только одной части- 
цей лу; это станет тотчас ясным из следующего пред- 
ложения. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ ТУ. ЗАДАЧА 

27. Среди всех кривых, отнесенных к одной и 

той же заданной абсциссе АЁ = а, которым при- 


22 Л. Эйлер. 
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‘надлежит одно и то же значение неопределенного 
выражения У, определить ту, для которой выра- 
жение У было бы максимумом или минимумом. 


Решение 


Положим, что кривая а2 удовлетворяет требова- 
нию и выражение Й принимает для нее определен- 
ное значение В: значит, эта кривая а2 будет так 
выбрана из всех кривых, отнесенных к одной и той же 
абсциссе АЙ и для которых выражение Й получает 
одно и то же выражение, чтобы для нее выражение И 
` получало наибольшее или наименьшее значение, ко- 
торое будет равно А. Для нахождения этой кривой 
положим неопределенную абсциссу АГ равной хи 
соответствующую ординату /Ё равной у и представим 
себе, что две ординаты № и Оо увеличиваются на 
бесконечно малые частицы пуи 0%; после этого нужно 
будет, как мы показали в предложении втором, при- 
равнять нулю диференциальные значения как Т, так 
и У, возникающие от прибавления этих двух частиц 
пу и ою. Пусть теперь диференциальное значение 
выражения У, возникшее от одной частицы пу, будет 
равно пу. 4А, а диференциальное значение второго 
выражения , возникшее от той же одной части- 
цы Пу, будет равно лу. 48; эти диференциальные зна- 
чения м’жно будет найти согласно правилам, данным 
в предыдущих главах. Если же теперь мы введем 
в рассмотрение обе частицы пу и ою, то диферен- 
циальное значение выражения У будет равно пу. 4А —- 
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-- ою.4А,; а диференциальное значение второго вы- 
ражения И будет равно лу.4В -- о®.аВ,. 

Поэтому для нахождения искомой кривой нужно 
положить как лу. 4А { о®.4А, =0, так и пу. аВ -- 
- ою. АВ, =0. | 

Умножим оба уравнения на произвольные величи- 
ны, так чтобы получилось: 


пу. аа 4 о%.а4А, —=0, 
пу. В ав -- ою.ВаВ, = 0. 


Положим для исключения частиц ИУ и 0% как 
а4А--ВаВ =0, таки а4А, -- ВаВ, =0; а и В бу- 
дут такие величины, постоянные или переменные, 
которые булут удовлетворять обоим уравнениям. Но 
так как а4А--ВАаВ =0, то будет также а,4А, -- 
—- В аВ, =0; а это уравнение, будучи сравнено 
с а4А, -- ВаВ, =0, показывает что @, должно быть 
равным а и В быть равным В; отсюда видно, что 
эти величины @ и В должны быть постоянными и 
притом какими угодно. Итак, взяв за @-и В какие- 
нибуль ностоянные величины, будем иметь для кри- 
вой уравнение а 4А - ВаВ = 0. Это же самое урав- 
нение получится, если мы обычным методом исключим 
частицы лу и оо. А именно будет: 


ИЛИ 


9% 
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Ра 


откуда, вследствие равенство 
ЧА, = А — 42 А 


и 
аВ, =аВ — а?В, 
получится 
ФА _ @В 
АА ав’ 
Уравнение же 
а?А __ 42В 
АА ав 


после проинтегрирования даёт 


[ЧА ав ++ С, 
ИЛИ 
ЗА = СаВ, 


В 


а это уравнение, если положить С—=—-, перехо- 


дит в уравнение 
а4А--Вав = 0, 

т. е. в то самое, которое мы нашли выше. Поэтому 
для решения задачи надо - отыскать методом, изло- 
женным в предыдущих главах, диференциальные зна- 
чения как выражения Я, содержащего общее свой- 
ство, так и выражения У, которое должно стать 
максимумом или минимумом, затем умножить их на 
какие-нибудь постоянные величины и сумму их по- 
ложить ‘равной нулю; от этого получится уравнение, 
выражаюшее природу искомой кривой [11]. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
28. Итак, для решения вопросов, заключающихся 
в этом предложении, достаточно знать диференциаль- 
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ные значения, возникающие от одной частицы пу, 
а выше мы уже научили легко находить их. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 
29. Поэтому для нашей настоящей цели нужно 
будет обратиться к помощи предыдущей главы [М, 
как 8 7, таки 5 31: в одном параграфе содержатся 
правила нахождения диференциальных значений для 
случая, если заданные неопределенные выражения бу- 
дут функциями только одной интегральной формулы, 
В другом же для случая, если они будут функциями 
двух или нескольких таких интегральных формул. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
30. И!ак, если задано общее свойство И и выра- 
жение максимума или минимума У, то надо по этим 
правилам искать диференциальные значения обоих 
выражений; найдя их, умножив каждое на произволь- 
ную постоянную и приравняв их совокупность нулю, 
мы получим уравнение искомой кривой. . 


ДОПОЛНЕНИЕ [У 

31. Если среди всех вообще кривых, соответствую- 
щих-` одной и той же абсциссе АЙ, отыскивается та, 
для которой выражение У получило бы наибольшее 
или наименышее значение, то для нее имеем уравне- 
ние (А = 0, где 4А представляет собой диференциаль- 
ное значение’ выражения И. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 
32. Если же кривая, для которой выражение У по- 
лучило бы наибольшее или наименьшее значение, 
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отыскивается среди всех кривых, соответствующих 
`одной и той же абсциссе АЙ, которым одинаково при- 
надлежало бы выражение У, то для нее получается 
уравнение а 4А -- В аВ =0. 


ДОПОЛНЕНИЕ И 

33. Итак, очевидно, что кривая, которая среди 
всех вообще кривых сообщала бы У максимум или 
минимум и уравнение которой есть 4А —=0, содер- 
жится в уравнении а@А--В АВ =0, выражающем 
кривую, которая сообщала бы У максимум или ми- 
нимум среди всех кривых, обладающих одним и тем же 
общим свойством №, 


ДОПОЛНЕНИЕ УП 
34. Само уравнение а А -|- ВаВ = 0, доставляемое 
решением, уже содержит одну произвольную постоян- 
ную, которая и должна определиться из того условия, 
чтобы выражение получило заданное значение. 
ДОПОЛНЕНИЕ УШ 
35. Таким образом можно решить задачу об опре- 
делении среди всех кривых, соответствующих одной 
и той же абсциссе АЙ и для которых выражение 
получает одно и то же заданное значение, той кри- 
вой, для которой значение У было бы максимумом или 
минимумом. 
ДОПОЛНЕНИЕ 1Х 
36. Отсюда, наконец, можно понять, что решение 
поставленной задачи совпадает с решением такой 
задачи, где среди всех вообще кривых, соответствую- 
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щих одной и той же абсциссе АЙ, разыскивалась бы 
та, которая сообщала бы выражению а! - В мак- 
симум или минимум: хотя этот вопрос принадлежит 
к абсолютному методу, однако он дает уравнение 
а4А+-В АВ —=0, то самое, которое мы нашли, 


ПРИМЕЧАНИЕ 1 


37. Таким образом мы не только получаем легкий 
и удобный метод решения относящихся сюда вопросов, 
но и глубже познаем природу этих задач. Действи- 
тельно, во-первых, ясно, как мы это уже доказали 
выше, что решение будет одно и то же, разыскивается ли 
среди всех кривых, обладающих общим свойством Я, 
та, которая сообщала бы максимум или минимум У, 
или, наоборот, среди всех кривых, обладающих об- 
щим свойством У, разыскивается та, для которой 
было бы максимумом или минимумом. Затем понятно 
также, что вопрос может быть поставлен так, что 
его решение будет относиться к абсолютному метолу 
максимумов и минимумов; действительно, постав- 
ленная задача совпадает с такой, где отыскивается 
среди всех вообще кривых, отнесенных к одной и 
той же абсциссе АХ, та, для которой выражение 
а" -Н ВИ было бы максимумом или минимумом; и это 
преобразование задачи является причиной того, что 
решение может быть выполнено при помощи диферен- 
циальных значений, возникающих от одной частицы 
пу, и что нет более необходимости принимать в 
расчет две такие частицы, как того на первый взгляд; 
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‚казалось, требовала природа вопроса. В. да"ьнейшем 
же мы покажем это согласование непосредственно, 
без применения метода, в котором рассматриваются 
две частицы, чем еще более подтверлится эта истина, 
имеющая для нас чрезвычайно важное значение. 
Остается сказать, что при решении этого рода вопро- 
сов следует иметь в виду правила, сводка которых 
дана в предыдущей главе; с их помощью можно будет 
найти ‘диференциальные значения каких угодно вы- 
ражений. Прежде всего в$ 7 этой главы разбираются 
случаи, когда указываются диференциальные значения 
при -единственных интегральных формулах; затем в 
$ ЗГ излагается метод нахождения диференциальных 
значений для выражений, каким-нибуль образом со- 
ставленных из двух или нескольких интегральных фор- 
мул. При помощи этих способов можно будет указать 
в любом предложенном вопросе диференциальное 
значение как выражения максимума или минимума, 
Так и общего свойства. 
` Найдя то ‘и другое, можно будет без всякого за- 
труднения составить уравнение искомой кривой, стоит 
только приравнять нулю совокупноёть любых кратных 
этих двух диференциальных значений. После того, 
как будет найдено это уравнение, с ним надо будет 
поступать так же, как мы это делали выше как в све- 
дении к построению, так и В интегрировании. 

° ПРИМЕЧАНИЕ И 

38. Мы уже видели, что в уравнении а 4А | ВаВ=0, 
непосредственно доставляемом решением, содер- 


р 
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жится одна постоянная величина, которая не явля- 
ется, однако, произвольной, а должна быть опреде- 
лена из заданного условия. А именно, так как: всем 
кривым, среди которых надо определить искомую, 
должно бдинаково принадлежать одно и то же выра- 
жение И, т.е. для всех оно должно принимать одно 
и то же значение, например` В, то эта величина В 
может рассматриваться как данная; и так как она 
сама не входит в выклалки, то можно будет опре- 
Делить постоянные а и В таким обр'зом, чтобы зча- 
чение выражения \, соответствующее абсциссе 
АЙ —= а, стало равно В; тогда вопрос, до этого 
неопределенный, приобретает определенность. Но он 
приобретет определенность лишь постольку, поскольку 
новые произвольные постоянные при последующих 
интегрированиях будут определяться равным числом 
точек. Точно так же, как и раньше, можно будет 
указать стол. ко точех, через которые проходила бы 
искомая кривая, сколько новых по-тоянных нужно 
будет считать вошедшими при интегрированиях. Чис- 
ло же их можно будет узнать по высшему порядку 
диференциалов, заключающемуся в уравнении. ‘А так 
как весь вопрос можно свести к абсолютному методу, 
то число этих постоянных всегда будет четным; т. е. 
окончательное уравнение а 4А + ВАаВ —=0 будет либо 
конечным, Либо диференциальным второго порядка, 
либо лиференциальным четвертого порядка, либо ди- 
ференциальным шестого порядка, либо восьмого и т. д. 
И если уравнение получается конечное, то и кривая 
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будет вполне определенной, предполагая, что отно- 
шение между а и 3 опреде ‘ено так, что выражение 
получает для найденной кривой заданное значение В, 
каковое определение мы всегда считаем выполненным. 
Если будет найдено диференциальное уравнение вто- 
рого порядка, то найденная кривая определится двумя 
точками; при этом естественно и общепринято ука: 
зывать предельные точки кривой а и&, и в этих 
случаях задача станет определенной, если придать ей 
условие, что искомая кривая должна заключаться 
между заданными предельными точками д и г. Если же 
получится диференциальное уравнение четвертого по- 
рядка, то удовлетворяющая требованию кривая опре- 
делится четырьмя произвольно назначенными точками; 
и определить их будет уместно так, чтобы, кроме 
предельных точек а и 2, было указано и положение 
касательных в этих точках. Если же мы придем 
к диференциальному уравнению шестого порядка, то 
кривая определится шестью точками; и в качестве 
таковых могут быть заданы, во-первых, обе предель- 
ные точки 4 И 2, затем положение касательных в этих 
точках и, в-третьих, кривизна в этих самых местах, 
или величина радиуса соприкасающегося круга. 

Заметив это, мы поймем из самого решения, какое 
условие надо будет присоединить к постановке каж- 
дой задачи, чтобы она стала вполне определенной; 
и это указание имеет силу не только здесь, но и ваб- 
солютном методе и в прочих частях относительного 
метода. 


МЕТОД НАХОЖДЕНИЯ КРИВОЙ 341 
ПРИМЕЧАНИЕ Ш 

39. Здесь же следует отметить чрезвычайно. важное 
различие, из которого мы почерпнули в абсолютном 
методе первое основание для распределения материала. 
Оно состоит в том, каким образом найденная кривая 
удовлетворяет поставленному вопросу. 

Возможно, что любой ее участок, отнесенный к не- 
определенмой` абсциссе, будет обладать требуемым 
свойством; но бывают и такие случаи, когда только тот 
участок, который соответствует определенной абсциссе 
47 = а, будег удовлетворять условию задачи; А 
именно, первый случай будет, если эта величина а 
либо совсем не входит в уравнение, к которому приво- 
дит рещение, либо может быть включена в произволь- 
ные величины аи В. Отсюда ясно, что если обе фор- 
мулы Ши У относятся к первому случаю, рассмотрен- 
ному в 5 7Т предыдущей главы, то любой участок 
найденной кривой будет подходящим к условиям за- 
дачи. Затем может быть и так, что величина а или 
величины, от нее зависящие, хотя и содержатся в 
одном из двух диференциальных значений или в обоих, 
но либо сами собой исключаются из уравнения 2 4А + 
—- В В =0, либо могут быть включены в произволь- 
ные 2 и В; в этом случае также любой участок найден- 
ной кривой должен будет удовлетворять условию. Бы- 
вает же это только тогда, когда данное определенное 
значение, которое должно принимать общее свой- 
ство Ш для участка, удовлетворяющего условию, 
не оказывается наперед заданным, так как тогда 
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невозможно, чтобы оно получало одно и то же значе- 
ние для любого участка. 

Из решения каждой отдельной задачи легко будет 
понять, при каких условиях будет удовлетворять тре- 
бованию вся кривая 42 или любой ее участок; удоб- 
нее всего будет показать это на примерах. . 


ПРИМЕР / | 
40. Среди всех кривых, отнесенных к абсциссе АР, 


для которых формула \ ухах получает одно и 
‚ то же значение, найти ту, для которой значение 


формулы \- ух было бы максимумом. 


р 


‚ Общее свойство Й будет, следовательно, равно 
| ж 4х, и его диференциальное значение, вследсгвие 
равенства 4 (ху) =у4х Г х 4у, равно лу.4х-х. Фор- 
мула же максимума или минимума будет У== \ у? ах, 


и ее диференциальное значение, в силу равенства 
Я (у?) =2у4у, равно пу.-4х.2у. Поэтому после раз- 
деления на пу.4х получится уравнение ах - 2Ву= 0, 
откуда ясно, что вопросу удовлетворяет прямая линия, 
составляющая в точке А с осью А произвольный 
угол. И так как длина абсциссы АЙ ==а не входит 
_в расчет, то любой участок этой прямой одинаково 
булет удовлетворять требованию. Если же будет по- 
ставлено требование, чтобы для данной абсциссы 


АЙ = а формула \ ух@х получала данное значение, 


*/ 


например В, то вследствие равенства у=—= тх, будет 
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1 
| ух4х = 3 тх3 и поэтому 3 таз = В, откуда поло- 


жение прямой линии определится тем, что должно 


эЗВх 


быть соблюдено условие Ув. Итак, эта пря- 


мая будет обладать таким свойством, что среди всех 
линий, прямых или кривых, которые для данной 


абсциссы А7 —= а имеют значение формулы ух Ах, 


равное 8, она сообщит наименьшее значение формуле 
( у? ах. 
\ 


ПРИМЕР П 


`41. Среди всех кривых одной и той же длины, 
соединяющих точки а и 2, найти ту, которая 
заключала бы наибольшую площадь «Аг. 

Так как общим свойством является длина дуги, 
равная 


\ ах Ут+р, 
то его диференциальное значение будет равно 
г пу. 


Далее, формула максимума или минимума есть 
\ ухи ее диференциальное значение равно му. 4х; 
отсюда для искомой кривой будем иметь уравнение 


- - ава, 
, ИТ 2? 
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а после интегрирования’ 


хе РР , 
И 1-2 


__ х-с __ Чу 
И — (с ах` 


откуда 
р 


Отсюда через интегрирование получается 
У=У-УВ — (#4 6}, 
(у Ри 6: 


а это есть общее уравнение окружности. 

Поэтому любая дуга окружности, проведенная че- 
рез точки @ и 2, будет заключать либо наибольшую, 
либо наименьшую площадь аАЙ2 среди всех других 
кривых линий той же длины. Но дуга окружности 
данной длины может быть двояким образом распо- 
ложена между конечными точками а и 2: во-первых, 
будучи обращена к оси Ай вогнутостью, во-вторых, — 
выпуклостью. В первом случае, очевидно, площадь 
будет `наибольшей, во втором наименьшей. И по- 
этому, если даны предельные точки.а и г вместе 
с длиной соединяющей их дуги кривой, которая дол- 
жна быть больше прямой линии, проведенной через 
эти точки, то задача будет вполне определенной: 
через эти точки сможет быть проведена единствен- 
ная дуга круга данной длины, которая, смотря по 
тому, будет ли. она обращена к оси АЙ вогнуто- 
стью или выпуклостью, образует или наибольшую, 
или наименьшую площадь [1*]. 


/ 


ИЛИ 
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ДОПОЛНЕНИЕ 

49. Отсюда следует также, что дуга окружно- 
сти @2 (черт. 16), проведенная через конечные 
точки а и 2, не только об- 
разует наибольшую пло- 
щадь а4й2 срезли всех дру- 
гих линий той же длины; 
но кроме того, какая ни бу- д 
‘дет задана линия аСЕДз, 
проведенная от точки @ до Черт, 16. 
точки 2, дуга  окружно- 
сти а2 будет заключать вместе с ней наибольшую 
площадь. Действительно, если площадь аАй2 наи- 
большая, то будет наибольшей и площадь 


аА72 — аАС — 270 -- СЕБ, 
потому что площади аАС, 220 и СЕР имеют по- 


_ стоянную величину, какая бы линия ни быдла взята 
вместо 42. 


2 


ПРИМЕР Ш 

43. Среди всех кривых одной и той же длины ,^ 
соединяющих точки Аи М (черт. Т), найти ту, 
которая с прямыми АС и МС, прозеденными из 
неподзижной точки С, заключала бы наибольшую 
или наименьшую площадь. 

Так как при заданных точках А, С и М пря- 
мые АС и МС заданы по положению, то положим 
угол АСМ равным х, или, описав из центра С ра- 
диусом СВ =1 дугу окружности В$, пбложим эту 
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дугу равной х и СМ равным у; пуеть 55 == 4х, 
тогда Ми —=уйх и площадь 


АСМ = | у?4х 


Далее, вследствие равенства ти —4у, 4у==рах, 
будем иметь: 


Мт = у?а» -- ау? —ах ИР + р. 


Таким образом среди всех тех уравнений, содер- 
жащих соотношение между хи у, которые для дан- 
ного значения х дают одну и ту же величину 


а ИР, 


нужно определить то, которое для того же самого 


значения х давало бы формуле [ах наиболь- 


шую илй наименьшую величину. Так. как диферен- 
циальное значение формулы 


ак ИУ 


У | р . 
Изм ах Ур 


равно 


а диференциальное значение формулы | у? ах равно 
пу-4х. .у, то для искомой кривой будем иметь урав- 
нение | 
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которое по умножении на р переходит в уравнение 


руйу р 
уд = ра —— = 
Гу: + 2? Из р: 
а — 4 ра, 


Гу 2? Из -+ 2 


интеграл этого последнего уравнения есть 


1 ——— рр? ру? 
— В у р — Е бе — бе. 
27 т ИРА" УЯЕя Г 
‚ Проведем к касательной МР из С перпендикуляр 
й 
СР == и; величина и будет равна —— откуда по- 
у 2 


лучится у? = ри 6с; это уравнение, как мы уже 
показали выше, принадлежит окружности. Таким 
образом дуга окружности, проведенная через конеч- 
ные точки Аи М, будет иметь то свойство, что 
среди всех других кривых бдной с нею длины, со- 
единяющих точки А и М, она даст наибольшую или 
наименьшую площадь АСМ, сообразно с тем, обра- 
щена ли эта дуга вогнутостью или выпуклостью 
в угол АСМ. Тем самым подтверждается то, что 
в предыдущем параграфе мы отметили в общей форме. 


ПРИМЕР 1у 


44. Среди всех кривых, соединяющих точки а 
и г (черт. 15) и образующих при вращении вокруг 
оси АГ тела одной и той же поверхности, опре- 
делить ту, которая при этом давала бы наиболь- 
шицй объем образованного таким путем тела. 


23 Л. Эйлер. 


354 Л. ЭЙЛЕР 


Поверхность образованного таким путем тела ока- 
зывается пропорциональною интегральной формуле 


УЧИТЕ, 


диференциальное значение которой равно 


пу. ах (ИТР Я). 


Объем же образованного указанным способом тела 
пропорционален \ у? 4х, диференциальнсе значение 
которого равно пу-@х.2у. Поэтому получается такое 
уравнение: 
Зуах— вах ут рва. 
Умножим его на р; получится 


уу аИТ ра РР = 
--Р р ИТЕРА , 
—_ рурар Ур 
(УТ 2?) Е 


интеграл этого уравнения будет 


= Бура ру 
бе 
ИТ ИТЕя | 


откуда 
бу (уф) т+ р 
и, следовательно, 


| У — (08 — 5} ау 


р— у? — Ве ах’ 
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ИЛИ 
У ву? — (2 — 656} 


Относительно этого уравнения прежде всего сле- 
дует отметить, что если с =0, то 


И — Ул у 


‚и, следовательно, искомая кривая будет окружностью, 
центр которой расположен на оси АЙ; итак, дуга 
окружности, описанная из центра, взятого на оси 47, 
и проходящая через две данные точки @ и 2, будет 
удовлетворять требованию; она будет единственной и 
поэтому образует тело определенной поверхности. 
Поэтому если кривая, производящая наибольший 
объем, будет разыскиваться среди всех кривых, ко 
торые образуюг тела различной поверхности, то это 
будет не окружность, а другая кривая, заключаю- 
щаяся в уравнении 

_ (52 — 66) 4у 


Действительно, благодаря двум постоянным в ис 
можно достигнуть не только того, чтобы кривая про- 
шла через две назначенные точки, но и того, чтобы 
длина кривой а2 оказалась заданной величины. Вообще 
же длина кривой, вследствие равенства 


—— руа 
УЕ = | 274% 


/ уз 


ах 


23* 
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будет равна 


ру ау 
У му — (1 6е} 
этот интеграл зависит от квадратуры круга и равен 
— 22 
Р-р | соп$. 
БУ? + 46 
Если же положить == со, то возникает особый 
случай: получается уравнение 
ах —-- — 245 __ 9 
Уз —2 
которое выражает цепную линию, обращенную вы- 
пуклостью к оси АА [14]. 


|, 
— агссо$ 
2 


ПРИМЕР У 
45. Среди всех кривых аг, содержащих равные 
площади аА22, определить ту, которая при вра- 
щений вокруг оси АГ образовала бы тело наимень- 
щей поверхности. 
Так как общее свойство заключается в площади, 
равной | у4х, то его диференциальное значение бу- 


дет лу.4х. Далее, формула, которая должна дать 
минимум, есть 5 
Ум, | уах И1-Е р», 


и ее диференциальное значение равно 


пу. (ахи 1 а); 
( ИТ-Рр УЕ 


отсюда для искомой кривой получится уравнение 


пах =аху1-р—а 


УР 
Ут’ 
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которое, будучи умножено на р и проинтегрировано, 
дает 


п = 
Ут У 1-2? 
ИЛИ 
У. 
ИЕР; 
отсюда 
__У у: — (пу-+- 5) ау 
р— пуб _ ах 
и 
Як — (пу Рау 


Ужур — в’ 


Из этого уравнения следует, что если 6 =0, то кри- 
вая обратится в прямую линию, соединяющую точки а 
и г. Далее, если и ==0, то вследствие равенства 


ах 2 , 
Ух — в 
кривая будет цепной линией, обращенной выгнуто- 
стью к оси АЙ. Если же п —=— 1, то будет 


ах — (6 — у) 4у 


И2у— в’ 


откуда после интегрирования получается: 
2 — иж 

— ———^ — 02: 

х=—е- 5$ И%у— №; 


это — уравнение алгебраической кривой, и в рацио- 
нальной форме оно имеет следующий вид: 


СВ (х — с)? = (26 -— у)? (2у— 65). 
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Это — следовательно, линия третьего порядка; она 
принадлежит к 63-му виду по классификации Нью- 
тона. 


ПРИМЕР У 


46. Среди всех кривых аг одной и той же длины 
_ определить ту, которая при вращении вокруг 
оси АЙ производила бы тело наибольшего оббема. 

Итак, среди всех кривых, обладающих общим 


свойством \ 4х ИТР, разыскивается та, для кото- 
рой у 4х был бы наибольшим. Так как диферен- 
циальное значение формулы \ 4х И!1-Е р? равно 


—п/.а 


——_, а диференциальное значение фор- 
У 1+ 2? 
мулы \ 5 4х равно 2п»-у 4х, то для искомой кривой 


будем иметь уравнение: 


Зуйх = а, 
У! +7? 


которое, будучи умножено на ри проинтегрировано, 
даст 


р? 
ы У 1-2? 
ИЛИ 
ИТР? = И 
у де’ 
а отсюда 


УС): ау 
РЫ-— Ус — Ч’ 
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что дает 
— (у? с) 4у 
Ув: — (у ве 


Эта кривая имеет то свойство, что у’ нее радиус 
соприкасающегося круга, который вообще равен 


ах:а-—Р—, 

Ут. 
2 
2у 
нальным ординате у; отсюда явствует, что искомая 
кривая будет упругой линией [14]. При этом благодаря 
произвольным постоянным` 6 и с можно достигнуть 
не только того, чтобы кривая прошла через данные 
конечные точки а и 2, но и того, чтобы ее дуга, 


заключенная между этими точками, оказалась данной 
величины. 


оказывается равным ‚ Т. е. обратно пропорцио- 


Если с =0, то получается прямоугольная упругая 
линия. Но построение никогда не может быть вы- 
полнено через квадратуру круга или гиперболы, за 
исключением случая, когда либо вис бесконечны, — 
тогда линия а2 становится прямой, либо р ==с, по- 
тому что в этом случае будет 


| (у2 + 22) ау 
Хх — —_—_, 
УУ— 26 — 


или, если взять 6? отрицательным, 


(у р —— " _@ 
(О Из -у—в' | =; 
уу? — у уу 28 — у 
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выполнив интегрирование посредством логарифмов, 
получим: 


Самая же длина кривой, которая вообще равна 


| р? Ду 
Ум — ав!" 
в этом случае будет равна 
г в ‚Ув уз 
У? у 
ПРИМЕР УП 


47. Найти кривую, которая среди всех других 
кривых той же длины производила бы при враще- 
нии вокруг оси АЁ тело, поверхность которого 
была бы наибольшей или наименьщей. 

Так как общее свойство есть 


ах ИГР, 


и его диференциальное значение равно 


а диференциальное значение формулы максимума или 


минимума | у аху 1 -- Р? равно 


пу. (4х 1 ДР 
ЧИТА — ЧР 
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то для искомой кривой будем иметь уравнение: 


Ва Рафа, 
Ут- р? т У 1-Е? 


которое, будучи умножено на ри проинтегрировано, 
дает 


| у 
"ПУГЕя УГ 
или 
с РУ. 
У 1-7? 
Отсюда получится 
—_—5 |, 
ИЕР == 
ИЛИ 
р—И + у) — 28 4у 
с ах ’ 
а из этого 
Че — су 


Ува. 


Это есть общее уравнение цепной линии, и эта 
кривая удовлетворяет требованию, если только ось АЙ 
по отношению к подвешенной цепи занимает гори- 
зонтальное положение. При этом возможно, что кри- 
вая будет обращена к оси АЙ выпуклостью или во- 
гнутостью; в первом случае поверхность тела будет’ 
наименьшей, во втором — наибольшей. 


ПРИМЕР УШ 


48. Среди всех кривых, проходящих через точки А 
№ С (черт. 17) и заключающих разные площади АВС, 
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определить ту, которая, двигаясь в жидкости по 
направлению оси ВА, испытывала бы наименьшее 
сопротивление. 


Если положить абсциссу АР равной х и ординату 
РМ равной у, то общее свойство будет \ ах, 


С аего диференциальное значение 
пу.4х. Полное же сопротив- 
ление, испытываемое фигурой 
в направлении АВ, пропор- 

Р 8 


|1 
ционально 
Черт. 17. 


3х 
1’ 


циальное значение которого 


диферен- 


й 3 р? + р 
(1 - 28)2` 

получается уравнение 

30?  р* 
р 


равно — ПУ. Отсюда для искомой кривой 


которое, будучи проинтегрировано, дает 
51? (3 + р’ 
Хх — С -—— . 
(1- 82 


После умножения на р, последнее диференциаль- 
ное уравнение переходит в такое: 


302 - р* 
—6 
РЕ ра, 


а это уравнение, будучи преобразовано к форме 


—рраЗР ЗА - ра ‚Зре + ^* 
р ЧР ря Ор, 
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имеет интеграл 


бра В р — 22 
УЛ ар: +2): Тр 


или 
2,3 
У Тару’ 
и так как 
__ Вр? (3 - р?) 
Хх — С + (Г + 2. + р?) ) 
то кривая будет алгебраическая. Нужно достигнуть 
того, чтобы при х==0 (что возможно только в том 
случае, если взять или 8 или с отрицательным) исче- 
зало и у. 
Чтобы изучить кривую, положим 
Х—Е=Еиу—У= и; 
тогда 
__ 622 (3 + р) 
(1-Е р?) 
293 
и— 28° 
(Г-- рез, 


откуда получается 


5 __ 6 (04+ 2р3УЗ- 3р?) 
И > 


3 8 (24 — 23 УЗ 3р) 
Ё-— 3 — ———Ш—Ш—Й—Ш—Ш—Ш—Ш—ы=—„——. 
гу -Е 29 


Извлекая квадратные корни, найдем 


У +“ —Р+РУЗ 
р 1 + р? 
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и 
"ИЕЕРЯТЕ: р? — рУЗ 
в Ту ’ 
отсюда 
И += ЧУ === 2р? 
|, Ь 1+ р? 
И - 
И +73 у: 3 2руз 
Ь р 1+ 9? 
Но 


от 2 Ир — 


И 1 (И. 


Следовательно, 


Иез иуЗз у = 2УВ— Зи 
ЗУ ЗИ 
а это, по освобождении от иррациональности, дае 


такое уравнение четвертой степени: 
4Ё -+- 8Ри? -- 44 — 4613 -- З6 Ш? — 27622, 
ИЛИ 
4(Р-1 12)? —=4518 -|- З6 и? — 276212. 
Для построения же кривой. по точкам удобно вос 
пользоваться формулами 
р В (ре 39) 
а 
26 рз 


И 
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И прежде всего ясно, что кривая имеет диаметр, 
расположенный по направлению абсцисс Е, и что 
в двух местах и обращается в нуль, а именно в слу- 
чае р—=0, когда вместе с тем и [==0, и в случае 
р==со, когда #==6. Если же положить в = 4с и 
[—3с |-г, то получится уравнение 


(72 - и?)? - 8с (73 — 3ти?) -- 1802 (7? | и?) — 276*—=0, 


которое, будучи функцией от № и? и 3 —ЗнР, 
показывает, что кривая имеет три диаметра, пересе- 
кающиеся в начале этих абс- — В 
цисс г. Итак, искомая кривая 
может быть вписана в равно- 
сторонний треугольник АВС 
(черт. 18); она состоит из трех 4 
подобных и равных ветвей 
АДВ, АЕС и ВЕС, которые 

в точках А, Ви С образуют 
весьма тонкие острия. Тремя 
ее диаметрами будут три пря- 
мые А/, ВН и СЦ, пересекающиеся в центре тре- 
угольника О. При этом будет 


Черт. 18. 


А0—3е, ОЕ-е и =, 

так что 
АГ. с и Е — А с— ТОР 
—5 = с = ОР. 


Если взять любую часть абс, ограниченную пря- 
мыми аб и 6с, параллельными АГи ВГ, и дугой кри- 
вой ас, то эта кривая будет отличаться тем, что 
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дуга ас среди всех других кривых, соединяющих 
точки @ и с и заключающих равную. площадь абс, 
будет испытывать при движении жидкости по на- 
правлению 24 наименьшее сопротивление. Далее эта 
кривая спрямляема, и дуга АОВ оказывается рав- 


16 
ной с, откуда следует, что 


Е 
АБВ: АГ 16: 532: :97 


АРВ:АВ==32:18/3 =16:9И3. 
ПРИМЕР 1Х 


49. Среди всех кривых АМ (черт. 19), заключаю- 
щих равные площади АРМ, найти ту, которая 
М имела бы такое свой- 

ство, что если про- 
вести от центров со- 
прикасающихся кругов 
О перпендикуляры ОМ 
к продолженным орди- 
натам МР, то кри- 


0 

и вая, образованная 
точками М, заключа- 

Черт. 19. ла бы наименьшую 


площадь АРМ. 
Если положить абсциссу АР равной х и ордина- 
ту РМ равной у, то площадь АРМ будет равна 


\ у4х; это есть общее свойство, диференциальное 


значение которого равно пу-&х. 
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Далее, так как радиус соприкасающегося кру- 


3.2 
га МО равен И, то 
мМ= — ЕР 
и 
РМ— — 1 |. 
4 ) 


откуда следует, что площадь АРМ будет равна 


Эта площадь должна стать наименьшей, а ее ди- 
ференциальное значение равно 


пу (аа ии), 
отсюда получается уравнение 


2р |- 22 
пах? =аха тво, 


которое после интегрирования дает 
пх ах — АРХ пр ча + ак. 
Умножая последнее уравнение на р, найдем, что 
пах Чуда ра А ,. 
а интеграл этого уравнения есть 


пудх = сах — 24% ох ра Е. 
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Из двух последних уравнений получаем 


их фу — пуах==ь ау — сах | РА — 
— ау — сах мы 
Положим пх — 6—1 и пу — се —=пи, тогда 
ду —== аи, 
Цх = а 


откуда, принимая 4 за постоянное, найдем, что 
__ 2ав- 2412 __ 41 
ПР тии ПЕ 
ИЛИ 
2413 -- 2414 и? —= пЕ аи аи — пи ЧЕ аи. 
Пусть и —=5$#, тогда 


ди = 5 4Ё-- 14$ 


аи —=#45 —- 24145; 
по подстановке этих выражений получится такое 
уравнение: 
2(1- 52) 48 45а? 45 2(1 — п) 4145$? = 
—= #3 45$ 4%. 


Положим Ё=е | 45 ‘тогда 
) 


Че!" рав 


ое! "(ра газ * 48, 
откуда 


42$ = — 


аг 4$ — 452, 
г 
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а из этого получается уравнение 
2(1- 52) 73 45-Е 457? 45 2(1 — п) х45 = 


—= — —— — пг 4$, 
г 
или 
те (2 — п) г4$ + 457? 45 27345 -Р 27352 45 ==0. 
Пусть 
$=9 д, 
> 

тогда 


о _ па 
ат г 4 — Е. 


Это уравнение допускает интегрирование во всех 

случаях, когда п=—21(1-—1), где Г означает любое 
целое число; так, например, если п ==4, то 
2о 1 

а. 

1 $ о 


с помощью чего можно будет выполнить и построе- 
ние кривой. 
ПРИМЕР Х 
50. Среди всех кривых, для которых \ тах по- 
лучает одну и ту же величину, найти ту, для 
которой \ уТах был бы максимумом или миниму- 


`’мом, причем Т обозначает какую-нибудь функцию 
от р, так что АТ=Рар. 
24 Л, Эйлер. 
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Для того, чтобы найти диференциальное значение 
формулы | =Тах, надо отметить, что 
4 (хТ) = Тах-- хРар; 
отсюда ее диференциальное значение будет равно 
— пу.а (хР). 


Из второй же формулы | уТах имеем: 
4 (УТ) = Тау + уРар, 

откуда ее диференциальное значение будет равно 
пу: [- ТГах — а (уР}]. 


Поэтому для искомой кривой получится такое 


уравнение: 
па (хР) = Тах— (ур). 


Следовательно, 


| тах = пхР.РуУР- 5. 


Далее, если это же уравнение умножить на р, то 
получится 
пра(хР)= Тау— ра(уР) =а(уТ) — 3Р-ар — ра(уР) = 
— а (УГ) — а(уРр). 
Но 
ра (хР) =Ррах — рхаР-- хРар-+ Тах — а(хТ) = 
= 4(хРр) + Тах—а4(хТ). 
Таким образом получится 
а (УТ) — 4 (уРр) = па (хРр) -- пТах — па (хТ), 


< 
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и отсюда 
\ "Тах=уУТ—уРр — ихРр  пхГ-- с. 


Но так как из предыдущего интегрирования мы 
имеем: 
\ пТ4ах = п?хР -|- пуР -|- пб, 


то получим, исключая | "Тах, такое уравнение: 
п2хР-- пуР - пб = уТ — уРр— пхРр-- пхГ-| с, 


ИЛИ 
— пх (ИР Рр— Г с 


—пР—РрЬ-Г '’ 
иначе 
[ы 
У" Гир Ру. 
Следовательно, 
р НИИ НИИ 
1. (ТГ пР-— Рр» 
и 
ее раР 
и (Г пР—Рр}з 
ео | _ ЧР 
т „Р— Рр (Т- пР — Рр}` 
ПРИМЕР Х1 


51. Найти кривую, которая среди всех других 
кривых, заключенных в одних и тех же пределах 
и содержащих одно и то же значение формулы 


\ хахУТ + 5, 
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сообщала бы формуле 
Духи ТР? 


максимум или минимум. 
Этот пример относится к предыдущему случаю и 
вытекает из него, если положить 


Т=У1--р?; 


тогда 
= 
ИГ-+ р? 
| 
[1 
В; 
(1-Е р?) `` 
далее 
Т— пР — Рр= ТИР, 
ИТР? 
Из этих выражений вытекает, что 
Хх =с я 
) (1 — пр)? ИТ 2 
и 
СИТ-Ё р? 
и и* 


Интегрирование же посредством логарифмов даст 


В: НЫ, 
(Е- 7?) (1 — пр) (Е 22)3: 


п-+ (ЕНИТ-Е 2) (р+Ут- 2?) 


/ и 
Хоа УГЕ®Ир+ИГЕР) 


Ч 
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и 
__ пее (ИТ 2 — пар) пс 
— (1-|- 72°) (1 — пр) (14+): х 


п (1 -РИТ Е и) (р РИТТЕР) 
п-+ (1— ИТ ®)(р+ УГ) 

а из этих выражений можно будет построить кри- 
вую при помощи логарифмов. Вообще же построе- 
ние всегда может быть выполнено через квадратуры, 
какую бы функцию от р ни представляло собой Т. 
Остается добавить, что этот пример было бы много 
труднее решить без помощи предыдущего; не так 
легко, как в общем случае, было бы усмотреть, ка- 
ким образом найденное уравнение может быть сде- 
лано интегрируемым. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ У. ЗАДАЧА 
52. Среди всех кривых, отнесенных к одной и той 


) 


х 1 


же абсциссе а, для которых формула = [2] ах 
имеет одно и то же значение, найти ту, для 
которой |2 4х был бы максимумом или миниму- 
мэм, причем 2 является функцией и от П, так что 
ай =Гап-- Мах-- Мау РарР944-..., 
и 
4[2] = [М] ах -- [\1 ау + [7] ар [9] 44а... 
Решение 


Так как 


42] — м] ах + [М 4у-- [Мар -- [9] 44 -- ..., 
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то диференциальное значение формулы [2 ах, ко- 


торая здесь представляет величину, общую всем кри- 
вым, будет равно 


пу-ах (М — а _. ..)) 


4х2. 


как это следует из случая первого $7 предыдущей 
главы. Формула же (2 ах, выражающая максимум 


или минимум, относится ко второму случаю указан- 
ного места, так как Х заключает в себе интеграль- 
ную формулу 

П = \ [7] ах; 


и поэтому ее диференциальное значение будет равно 


пу. ах (м+НАЛУ - ПРЕ Е (ИНФУ) _ .. .) 


Ах? 


причем 


И=Н— (1ах, 


где Н — определенная величина, которая получается, 
если в интеграле р ах положить х—=а. И вслед- 


ствие наличия этой величины Н полученное дифе- 
ренциальное значение зависит от назначенной длины 
абсциссы х==а. Из этих двух диференциальных зна- 
чений обеих заданных формул, из которых одна вы- 
ражает общее свойство, другая — максимум. или ми- 


МЕТ `Д НАХОЖДЕНИЯ КРИВОЙ 375 


нимум, получается согласно данному выше правилу 
следующее уравнение для кривой: 


о ам — Ч... ЕМУ 


ал? 


ЧРИ | #99 _ 


= . 
а это уравнение, вследствие равенства 

и=Н— \ (4х, 
переходит в такое: 


0=М№+ (а Н— | 24х) [М - и ЕЛЕ] и 


4 (© -- &-+Н— | ах) [9 
ии 

Так как а— произвольная постоянная величина, то 
даже если Н будет определенной постоянной вели- 
чиной, @-- Н все же будет величина произвольная; 
поэтому она уже не зависит от определенной длины 
абсциссы а. Таким образом, если мы вместо а--Н 
напишем С, то будем иметь для искомой кривой 
уравнение 


О=м-(С— (24) [м] — 
42 (© + (С — | Гал) [9] 
ее Говье _ 


4х? 


4(Р--(С— [14х)[Р] 


ах т 


Это уравнение дает кривую, которая для любой 
абсциссы среди всех других кривых, имеющих то 
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же самое значение формулы | 2] ах, будет сооб- 
щать наибольшее или наименышее значение форму- 
ле 2 4х. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
53. Итак, если общим свойством будет та же 
интегральная формула, которая содержится в фор- 
муле максимума или минимума, то рассмотрение 
абсциссы определенной величины исключается из 
выкладок, и найденная кривая будет удовлетворять 
требованию для любой абсциссы. 


ДОПОЛНЕНИЕ ПИ 
94. В найденном уравнении будут оставаться две 


интегральные формулы: во-первых, формула |2 ах, а 


затем формула П = \ [2] Дх, которая, входя в 7, бу- 
дет заключаться и в величинах [, М, №, Р ит. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

05. Если мы захотим устранить эти интегралы че- 
рез диференцирование, то придем к диференциалам 
двумя ступенями более высоким, и вместе с тем 
исчезнет произвольная постбянная С. Впрочем число 
произвольных постоянных будет на единицу меньше, 


чем порядок диференциалов, потому что интеграл 
И=\ [2] Ях должен получить определенное значе- 
®./ 


ние, а именно то самое, которое он имеет в фор- 


муле максимума или минимума |2 ах. 
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ДОПОЛНЕНИЕ [У 
56. Отсюда следует, что в найденном уравнении 
ввиду наличия произвольной постоянной С будет 
неявным образом заключаться на одну постоянную 
больше, чем это показывает порядок диференциалов. 
Из них одна определится тем условием, что значе- 
ние общей формулы П= \ [2] ах для найденной кри- 
вой должно быть данной величины; остальные же 
определятся заданными точками или заданным поло- 
жением касательных. 
ДОПОЛНЕНИЕ У 
57. “Если Й будет функцией как величин х, у, р, 
4 ит. д., так и дуги кривой $, и среди всех изо- 
периметрических кривых будет разыскиваться та, для 


которой \Хах был бы максимумом или минимумом, 


« 


то будет 
И= == \ [2] 4х 
И " 
[2] =И 1-Е р”, 
так что 
[М] =0, [М =0 и [В] =. 


ИТ- 2? 
ДОПОЛНЕНИЕ У! 
58. Следовательно, в этом случае, когда будег 


АЙ =[45 + Мах-- Мау + Рар-+ 944+ ..., 


для кривой, которая среди всех изопериметрических 
кривых сообщала бы |2 4х максимум или минимум, 
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получится такое уравнение: 


1 Га 43 
ом (Ь 4-1 ЕЕ м 
ах ИТ- р? 4х? 
ИЛИ 
аР  @? с— [Ггах) ар Г 
нае. о 
ах ам ах(1-- 2) УГ 
ИЛИ 
[р АР о а?0 (С— [рахар 
М = — — >\ 3:2 
ИГ 2? ах 4х? ах (1 - р?) 


ДОПОЛНЕНИЕ УП 


59. Так как С есть величина произвольная, то 
можно вообще отметить, что в том случае, когда 


для С взято то значение формулы ах, которое 
«/ 


она принимазт, если положить х==а, то получигся 
кривая, которая среди всех вообще кривых, соответ- 
ствующих одной и той же абсциссе х=а, будет 


сообщать формуле | 2ах наибольшее или наимень- 


шее значение. 


ПРИМЕЧАНИЕ 1 


60. Случай, исследованный в дополнении У[, ввн- 
ду того, что он чаще всего рассматривается автора- 
ми, заслуживает особого развития, для того чтобы 
посредством его можно было легче и удобнее ре- 
шать задачи, которые могут встретиться. 
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Итак, пусть среди всех изопериметрических кри- 
вых, т. е. имеющих одну и ту же длину 


$ = | УТ Рь 


разыскивается та, для которой |2 4х был бы мак- 


симумом или минимумом, причем С есть функция 
как определенных величин х, у, р, 9 ит. д., так 
и дуги кривой $; так что 


ай =1{4; —- Мах + Мау Рар+... 


Для кривой, обладающей этим свойством, уже было 
найдено уравнение 


| С— | Га АР 4? 
ЕСЛИ ИЛИ 
ах ИГ-Е 2 ах ам 


которое в этом наиболее общем виде не допускает 
ни интегрирования, ни упрощения. Но полезно бу- 
дет отметить случаи, в которых его можно проин- 
тегрировать. Во-первых, если №М==0, то для кривой 
получается уравнение 


уже один раз проинтегрированное. Во-вторых, по- 
ложим М =0, тогда уравнение после умножения на 
рах =а4у перейдет в следующее: 


(С— | 14^р р 420 
Мау Рар+——^—... 
а ИГ у Р- ах 
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Если к этому уравнению прибавить 
[45 =Гаху1 + р" =а47 —М4ау— Рар-— 09а9..., 
то после интегрирования получится 


| (1&=ИТЕР р 


Первый же член, если его развернуть, переходит в 


ИИ СЫР 
| (хи Г ии 


(1 т” ИЕР? 
| Гах ЕЯ 
ИТР (Е р?) 
С— [тах 


а интеграл этого выражения равен — —————. 

УТ 

Таким образом для случая, когла М =0, будем 

иметь уравнение 
А+ РР 9 —^— 
У! + 2 

Если же, в-третьих, как М==0, так и о то 

прежде всего, вследствие М == 0, получится уравнение 


(С — | Гах)р ао 

д-р 0 
Ут? ах 

которое после умножения на 4р—=а 4х переходит 

в такое: 


Аар + 


49 


(С— |1ахрар 


УЕ — — Рар-- 940. 
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Но так как 


42 =Гаху 1+ р?-Р Рар-+ 944, 
то будем иметь: 
42 Аар—Гахут- р - 
—949 + 944, 
что после интегрирования даст 


2+ В- Ав (С— \ гах) ИТ = 94, 


с [пах Е 
У1- р 


Но на основании первого уравнения 


У 1-2 


ИЛИ 


с— |1 =—АИТЕМ РУТА | 


из сравнения полученных равенств находим: 
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(С — | [ах) рар 


А4х — Вдау—= Рау — Рах— Ррау--а9--рад— 


где уже не содержится интегральной формулы 1 ах. 


Применение этих случаев мы покажем на примерах. 


ПРИМЕР 1 


61. Среди всех изопериметрических фигур опре- 
делить ту, для которой был бы максимумом или 


минимумом \=" Дх, где $ означает дугу кривой, соот- 


ветствующую абсциссе х. 
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Так как общим свойством является длина дуги $ = 
= (4х ИТГ -+р?, а в формуле максимума или мини- 
мума |5" 4х содержится сама дуга, то решение бу- 
дет относиться к случаю, рассмотренному в приме- 
чании. Сравнив формулу \ 5" ах с общей |2 4х, бу- 
дем иметь Д=—5" и 4Й==15"-145; отсюда ЁГ= 
—15"-1, Л —=0, №М=0, Р=0 ит. д. Итек, по по- 


следнему случаю, рассмотренному в примечании, где 
мы положили М =0 и /Л№М==0, получится уравнение 


Аах — Вау=2 ду= 5" ау, 
из которого вытекает, что 
А4х —=а4у(В- 5") 
или 
А? 4х? -|- А? ду? — А? 45? == 4у? [А?-|- (В -| 5")?], 
откуда — 
ду— А 45$ 
У А+ -{ (В -{ 5" 
(В-- 5") 45 
х————, 
У Аз + (В 5} 
с помощью чего может быть выполнено построение 
кривой. 
Или же, если положить ду=рах, то 
__ А— Вр 
р 


п — 
В Вр. 
р 


$7 
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из этого получится 


____ дар(А — Врй-т:". 
О А 


а отсюда координаты кривой х и у выразятся че- 
рез р таким образом, что будет 


—_ А | ар(А—ВВе т" 
— рУ+":"ут- я 


Ия (А — Ври-”т:т 
п) рт 
Здесь на вид четыре постоянные, т. е. появляются 


две новые кроме Аи В, вследствие интегрирования 
как х, так и у. Но так как при х =—=0 должна одно- 


у—=— 


п/А— Вр 
временно исчезнуть и дуга кривой 5 == ——_, то 
отсюда определится постоянная, возникшая при интег- 


рировании х. А именно, если п положительное число, 


то дуга $ исчезает при р= =; отсюда следует, что 


В; 
значение х должно быть определено таким образом, 


А 
чтобы при р =; оно было равно нулю. 


Так например, если положить п =—=1, то по пер- 
вому способу построения тотчас получится 
(В+ 5) @ 
Ул (В+ 5} ' 


— Ива — ИЖ, 


откуда 
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или, если положить В =б и У А? - В? = с, „то 
Я ИИ 

По второму же способу построения получается 


А АР р 
РУ Т- 2? р 


(«—р=еит- р, 


и следовательно, 


ИЛИ 


РИ ИИ 
У ах’ 


А так как отсюда вытекает, что 
у— сах 
У&—ь}— с2’ 


то удовлетворяющая требованию кривая будет цепной 
линией. 


ПРИМЕР П 
62. Среди всех кривых одной и той же длины 
определить ту, для которой был бы максимумом 


или минимумом \ $ 4х, где $ какая-нибудь функция 
дуги 5. 

Так как общее свойство заключается в дуге $ = 
—=\4*У1 -- р?, то решение может быть получено 


согласно примечанию. А именно, так как 2 —$ рав- 
но функции $, то будет 


[4$ = 4$ 
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и 
М = М=Р =0О==...==0. 
Следовательно, по третьему случаю, рассмотренному 
в примечании, для искомой кривой будем иметь урав- 

нение 
Ах — Вау= ау, 
ИЛИ 
А4х—=ау(В-- 5). 
Отсюда | 
А? 4х? -|- А? ду? — А? 452 — ау? [А?-- (В-|- 5)] 
и, следовательно, 
Г 
У=утвт5 
абсцисса же х будет определяться равенством 
| Хх — о . 
1 У? - (В+ $} 
Отсюда сможет быть выполнено построение кривой. 
Положим ©==е; тогда, в силу равенства 4у== 
— рах, будем иметь: 


А ВР в 
Р 
и 
— — 8 
6 — Аар — (4 Вр) ах 1- р | 
р р 
а отсюда 
— дар 
х —————————————— 
(А— ВрурУ 1+ р? 
и 


— Аар 


а ——————_———_ы. 
*—(и-ВрУГЕЯ 


25 Л. Эйлер. 
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Сопоставляя это, получим: 


что после интегрирования дает 


Ах — ву АУТ | С. 
ИЛИ 


1 УТ „(4х ВУ-О: А 
и 
И так как при $—=0 должно исчезнуть и х, а из 


А— Вр ; о 
равенства ——— —=е° вытекает, что при 5=0 ока- 
р 
А 
зывается РВ, то посредством интегрирования 


нужно достигнуть того, чтобы при РЕВ было 


Хх — 0. 
ПРИМЕР Ш 
63. Среди всех кривых одной и той же длины 
определить ту, для которой был бы максимумом 
или минимумом |5 4х, где $ означает дугу кривой. 
Решение этого вопроса снова надо заимствовать 
из примечания; так как здесь 7 —=5у и 42 =у45-- 
-- $4у, то отскда получается [=у, М==0 и №М= 
— $; остальные буквы Р, О ит. д. исчезнут. И так 
как М —=0, то второй случай, рассмотренный в при- 

мечании, даст такое решение: 

С — Гуах 


— А — 5, 
Ут? 7 
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непосредственно же получается 
(С— [ уахр _ (С-— [уахах урах 
ПУТЕ (+23? УГр 


5 ах =а 


Г 
® 


А так как 
С— (у4х-=А ИТ-Е р? — узи 1 - р?,. 


ьй 


то будет 
_ Аар— узар— у4у 
—_ 1 + 22 


5 4х —- 5зрау- узар + у4у==Аар. 
Если же мы захотим исключить дугу 5, то. будем 
иметь: 
А (© [49 (С Гуаар_ — УР 
у Ут ах 8? Ут 
и отсюда 
Аах ‚. урах | ( ар 
ей — (С — 4х) | ——— 
У ГУГЕА У) (прет 
ах 
уу: Ея) 


`Но в обоих случаях трудно притти к уравнению, 
удобному для построения кривой. 


5 ах 


ИЛИ 


ПРИМЕР Гу 
64. Среди всех кривых, заключающих одну и ту 


же площадь П = \ уах, определить ту, для которой 


*/ 


аху 1+ р? 
| е+А был бы максимумом или минимумом. 
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Если мы сравним этот вопрос с общим решением 
то будем иметь: 
\ [2] 4х = \ у4х, 


и отсюда й | 
[2] = И [М] = 1, 


тогда как остальные буквы [М], [2], [@] ит. д. 
исчезают. 
Далее будет 


__У1+ 
2—1 
И 
42 — ЧУТЬ рар__ 
т ПУ 1+2’ 
откуда 
[ УР М0 М0 
[2 
И 
= . 
Пу1- м 


Поэтому для искомой кривой получится следующее 
уравнение: 


аху 1 _ 1 р 
0—С ———_ а. 
+ | 12 ах ПИТ? 
Умножим это уравнение на 
4у == рах, 
тогда будет 


оса И, 
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что по интегрировании даст: 


4 п 
0—В + Су-Ру Е фепитяя! 


р рар 
— ————— С 
тия Вст 
аху 1 9 
+ | РА — 
П ЛУГА 
Отсюда, следовательно, получим такое уравнение: 


аху 1 - р? 1 
0—=В {С п; 
+ у | в  КПУТЕА 
если из него вычесть первое уравнение, умноженное 
на у, то будет 


В 


НИНА Е 


+ у 
Я ах “Путя 


у. 
вах | уар урах 


ИЛИ 


Пт Раф Ир 

Если бы мы снова захотели исключить из этого 
уравнения = \ у 4х, то получилось бы диферен- 
циальное уравнение третьего порядка, которое еще 
меньше давало бы нам для познания кривой. 
. ПРИМЕЧАНИЕ И 

65. Хотя мы в предложении У приняли [7] за 
определенную функцию величин х, у, р, 4 ит. д., 
однако, метод решения применим и для того слу- 
чая, когда эта величина [7] будет неопределенной 
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функцией, заключающей. в себе интегральные фор- 
мулы. Действительно, положим в формуле 


П=\ [2] ах, 


которая должна быть общей у всех кривых, 
94[2] = [1] ап } [М] ах -- [М] ау + [Р]ар + 
— [9] 44 -..., 


п==( [2] 4х 


®. 


где 


4 [2] = [т] 4х {- [п] у + [РП] ар-+ [4] 44 +... 
Максимумом же или минимумом пусть должна стать 


формула \ Сах, причем 


47 —=Гап+ Мах Мау Рар-+... 


о 


Формула \ [7] 4х содержится во втором случае 587 
предыдущей главы; поэтому, если взять оттуда инте- 


грал \ [2] 4х и его диференциальное значение, со- 


*/ 


ответствующее абсциссе х —= а, которую должно иметь 
в виду решение, положить равным |Р], а 


[Е] — \ 4х =], 


*. 


то диференциальное значение формулы \ [7] ах по- 


*. 


лучится равным 
/ 
‚пулах (М-Н АРНЕ 


42 ([0 у 
ИУ}. 


МЕТОД НАХОЖДЕНИЯ КРИВОЙ 391 


Затем, формула максимума или минимума | 2 ах 


содержится в третьем случае указанного параграфа; 
чтобы найти ее диференциальное значение, положим 


значение формулы \ 4х, соответствующее абсцисее 


х —=а, равным Н, а Н— Гах =\У. Теперь возьмем 
интеграл 


ушу» == нах — ( [6] 4х ах 


и пусть при х==а значение формулы \(21ах [вах 
будет равно К; для того же случая значение фор- 
мулы \ [2 4х равно Н, откуда значение формулы 
|7 У4х для случая х==а будет равно Н[]Н] — 
Обозначим 

н[н]-—к—Н\ Шах + \ [6] 4х \ ах 
через И, так что будет 

и—= НУ] —К-+\ [4 ах \ Гах; 


диференциальное значение заданной формулы 2 ах 
будет тогда равно 
: а (Р-|+ [Р] У 
лу.ах (ММУ и — ПРЕ НР + 
42 У 1] 
УНи  ). 


4х2 


Если теперь к этому диференциальному значению 
прибавить предыдущее значение, умноженное на про- 
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извольную постоянную величину @, и сумму поло- 
жить равной нулю, то для искомой кривой полу- 
чится такое уравнение: 


0— м [М (а-- и + (а [и1--) — 
—а(Р-+[Р а-Ни)-+ [р] (а [и Ни) 


-- да? ( 9-Е а у) + а [и-Е)) — 


Здесь 
а-НУ=а-Н— \ [4х 


поэтому, если положить а -—- Н==С, то С будет про- 
извольная постоянная и 
а-- У=С— \ Ех, 
а 
аи-- = —к— с) ах | { [1] ик (рае 


Таким образом мы придем к искомой кривой; эта 
кривая ввиду того, что в ее уравнении (вследствие 
наличия [Н] и К) еще содержится данная постоянная а, 
будет удовлетворять требованию лишь для заданной 


абсциссы х=а. Но если из обеих формул | [2] ах 


и \2 4х одна будет относиться к случаю четвертому, 


а другая к случаю пятому, то рассмотрение задан- 
ной абсциссы а опять исключается из выкладок, и 
одна и та же кривая будет удовлетворять требова- 
нию для всякой абсциссы, как это достаточно будет 
пояснить следующим единственным примером. 
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ПРИМЕР У 

66. Среди всех кривых, соответствующих одной 

и той- же’ абециссе, которые имеют одно и то же 

значение формулы 9, найти ту, для которой 

|= УГ | 
Уэо 


причем 


был бы максимумом или минимумом, 


= ках г Тахир, 


где № обозначает какую-нибудь функцию от ч. 
Решение этого вопроса определяет кривую, спу- 
скаясь по которой тело, подверженное в сопроти- 
вляющейся среде действию однородного тяготения г 
(книзу по направлению оси абсцисс), соскальзывает 
скорее всего, по сравнению со всеми остальными 
кривыми, спускаясь по которым оно приобретает 


ту же самую скорость. Действительно, ИФ есть ско- 
рость тела в любой точке кривой 21; а выражает 
сопротивление среды. 

Итак, что касается, во-первых, общего свойства 


9 4х (&-- ТУТ Р), 


то, положив 4Й —= 049, найдем, что эта формула 
будет принадлежать к четвертому случаю; действи- 
тельно, здесь 


П=ои Е —=#-— ШИТ-р?, 


Урар 


4 == Лии :; 
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Л, ЭЙЛЕР 
отсюда 


ГОТ, М=0, М=0и рР— ИР 


Ут. 
Возьмем теперь интеграл \Оах У! —- 2, и пусть 
ГоахуГЕЯ 
при х=а будет е 


— Н); тогда положим 
ине 19 ИР 
— е ® 


Отсюда диференциальное значение формулы 9 бу- 
дет равно 


1 № Ур И Ур 
‚ах — а 5 -— МУ. . 
т ( ах УРА) УТ - р? 


аху1-- р? 
Далее, формула максимума или минимума | ——=—^ 


У. 
будет принадлежать к пятому случаю, и здесь 


У! 
="-тТА, 
Уо 
а 


42 —=— ФУТЕР 
2 Уч 


_Рар__. 
Узи - р? 
поэтому 
По = ИЕ, М0 М0, 
20Уу 


. В 
Уо(! + 2) 
Затем, так как 


= | 4х (в-- ТИТ р?), 
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й 


ТО 
[2] =# + ИТР? 
ИН 
4[7] = ОУ ар 
УТ- 2? 
отсюда 
[4=ОиИТ-, [М =0, 
Ур 
— 0, Р] = ——-. 
[М РЕ 


Положим после интегрирования х=а и введем 
следующие обозначения: 


‚очУГЕР аут Ра 
Уч 
— [ах "1 ра Иа 3 р. 
‚1 *У1Т-+Рр (+ ху1 № 
2,Уо 


аху 1-- р? 
У’ 


тогда диференциальное значение формулы | 


будет равно 


1 р \ИТр 
поете) - 
тах (4 уе ГУГЕА 


_ р \Тр 
” “(ГЕ Рут) 


Из двух найденных диференциальных значений по- 
лучается для искомой кривой следующее уравнение: 
У Ур ча + \Тр 
У! + 2? (тя ИР У! Ея). 


—=аа-——— 
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а после интегрирования 


Узи + р) У1-+{ 2? 
Кроме того, 
—_ Уря 
аУ--Т=е фичу (4н+к+ 
Че ГихуГЕРахУ =”). 
209 


Если теперь положить аН-- К = С, то С будет 
произвольная постоянная, и определенная величина @ 
совсем исчезнет из полученного уравнения; поэтому 
искомая кривая будет обладать требуемым свойством. 
для любой абсциссы. Итак, для искомой кривой бу-. 
дем иметь такое уравнение: 


оИа4хУГР (2 И 1 | — 
Ир ИИо 


Гут ах УГ р 


=с+ |. _ Уи 


а после диференцирования уравнение 


_— Вар _ ВУ, Ч ау о 
ру 1 - р? Ир УУо  2№уо 
Ц ВОИ) Пахут аУГЕ 


— 


Ур "Уи 20Уо - 
А так как 
ду —=вах - ах Ут + р? 
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то, сделав замену, будем иметь уравнение 


Вар вах в0ах _ ВИаху1- р? 
ИУ1--7 20 ус МИЗр 


или уравнение 


2ВИар Трах , 220? ах —— 
——_ = ———_—___ -=——— —2орБ(Л а 1 2, 
У! -+ 2? эТу т Уо 8ВИраху 1 р 


Умножим его на 49 и в первом члене напишем 


24х-- У4ху1- р? вместо 49 и 4 вместо (49; 
после этого будем иметь уравнение 


25В ар Вар— рае 297? а\т _ 
ИИТ- р? ШТУо’ Ус 
2оВратут- р? 
ии "7 


которое, после разделения на’р?, становится инте- 


грируемым; и проинтегрированнсе уравнение будет 
таким. 


2с— 28 _2ЕВУТ- РЯ _ 28 
р Ур ИУ’ 
ИЛИ 
у _— &ВУзЦ + р?) — вр __ 49— вах 
СрУо—ВУо  ахуГ 


Откуда получается следующее уравнение, не со- 
держащее сопротивления \: 


(Ср— В) 40 = вСрах + вВр? ах — дит, 
о 
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А так как У — заданная функция от 9, то при 

помощи уравнения 
у уг—=ВУ°а -- 02) — гр 
Ср— В 

р выразится через 9; и если это значение подста- 
вить в предыдущее уравнение, то 4х выразится че- 
рез х и 4%, а отсюда сможет быть построена иско- 
мая кривая. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ У1. ЗАДАЧА 
67. Среди всех кризых, обладающих общим свой- 
ством А, определить ту, для которой была бы 
максимумом или минимумом какая-нибудь функция, 
как самого этого выражения А, так и какого- 
нибудь другого В. 


Решение 


Пусть будет ДА диференциальное значение выра- 
жения А и @В диференциальное значение выражения 
В; диференциальное значение той функции от А и 
В, которая должна стать максимумом или минимумом, 
будет иметь такую форму: 


ааА--Вав; 


здесь постоянные а и В зависят от способа, каким 
соединены между собой выражения А и В в этой 
функции; так что они получают определенные зна- 
чения, зависящие от величины абсциссы, которую 
должно иметь в виду решение. 
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Теперь, так как диференциальное значение выраже- 
ния А, заключающего в себе общее свойство, равно 
ЧА, то прибавим какое-нибудь его кратное \4А к 
`диференциальному значению а @А  ВаВ того выра- 
жения, которое должно стать максимумом или мини- 
мумом: тогда сумма (а-- у) аА--ВаВ, будучи при- 
равнена нулю, даст уравнение искомой кривой. Таким 
образом будем иметь уравнение 


(а у) аА--ВаВ =0, 
или уравнение 


(а-Р ад + ав =0. 


Хотя здесь а и В являются определенными по- 
стоянными величинами, все же, вследствие наличия 
мроизвольных постоянных величин \ и 8, коэфициенты 
(а+])би В при диференциальных значениях @А 
и АВ окажутся постоянными произвольной величины. 

Если поэтому написать вместо них буквы & и 1, 
то будем иметь для искомой кривой уравнение: 


Е4А + таВ =0. 


Следовательно, для решения задачи нужно взять 
в отдельности диференциальные значения .4А и аВ 
выражений А и В, одно из которых содержит общее 
свойство и какая-нибудь функция которых должна 
стать максимумом или минимумом, и умножив их на 
какие-нибудь произвольные постоянные величины, 
приравнять сумму нулю; таким образом получится 


авнение 
УР $ аА-- пав =0, 
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которое и будет выражать природу искомой кривой. 
Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
68. Природа кривой, удовлётворяющей требованию, 
зависит, следовательно, только от выражений Аи 
В, и вид той функции от А и В, которая должна 
стать максимумом или минимумом, совершенно не 
входит в расчет, а решение получится одно и то же, 
какова бы ни была эта функция. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 

69. Следовательно, какова бы ни была функция 
от Д и В, которая должна стать максимумом или 
минимумом среди всех кривых, обладающих одним 
и тем же свойством 4, решение будет точно таким 
же, как если бы среди всех кривых, обладающих 
общим свойством А, разыскивалась та, лля которой 
второе выражение В получило бы наибольшее или 
наименьшее значение. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

70. Таким образом, если выражения А и В будут 
такие формулы, диференциальные значения которых 
АА и аВ не зависят от величины абсциссы х, ко- 
торой они соответствуют, —а это будет так, если 
эти формулы принадлежат либо к первому, либо 
к четвертому случаю, согласно нашему перечисле- 
нию, сделанному в $ 7 предыдущей главы, — то най- 
денная кривая будет удовлетворять требованию для 
любой абсциссы. 


МЕТОД НАХОЖДЕНИЯ КРИВОЙ 401 


` ДОПОЛНЕНИЕ [У 

71. То же самое решение будет иметь место, если 
среди всех кривых, общим свойством которых явля- 
ется какая-нибудь функция от А и В, разыскивается 
та, для которой какая-нибудь другая функция от тех 
же А и В была бы максимумом или минимумом. 
Действительно, в этом случае мы также приходим 


К уравнению 
ЕаА -- И 49 = 0, 


в котором б и 1 обозначают постоянные величины 
выбираемые по произволу. 
ПРИМЕР 1 
72. Среди всех кривых аМЬ (черт. 20), ограничи- 
вающих с осью АВ одну и ту же площадь \уах, 


а. 
[5 4% было ды 


найти ту, для которой отношение 


[ уах 


минимумом. 

К этому вопросу мы прихо- 
дим, если среди всех равных 
площадей, которые могут быть а 
образованы между крайними орди- 
натами Аа и ВЬ и основанием 
АВ, разыскивается та, у которой 
центр тяжести был бы расположен Черт. 20. 

в наиболее низкой точке. 

Действительно, если взять какую-нибуль кривую 
яМё и положить абсциссу АР равной х, ординату 
РМ равной у, то центр тяжести участка аАРМ 
26 Л. Эйлер. 
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будет отстоять от основания АР на расстояние, равное 


| узах 
————,; это расстояние и станет наименьшим, если 
2\ уах 
| ах 
сделается наименьшим выражение =—— . 
\ уах 
=/ 


Итак, мы имеем эти две формулы \уах И у? ах, 
, 


диференциальные значения которых равны пу.4х.1 
и иу.4х.2у, откуда для искомой кривой получается 


уравнение 
6-Е 21у=0 


Уу— с. 

Следовательно, требованию удовлетворяет прямая 
линия ав, параллельная основанию АВ, т. е. гори: 
зонтальная, и прямоугольник АзВВ будет обладать 
тем преимуществом перед всеми другими фигурами 
той же площади, как, например, АабВ, что его 
цезтр тяжести находится ближе всего к основанию АВ. 
Поэтому если представить себе аАВВЗ как разрез 
сосуда, наполненного водой, то когда верхняя по- 
верхность воды а8 расположится горизонтально, вода 
будет иметь центр тяжести глубже, чем когда ее 
верхняя. поверхность займет какое-нибудь другое 
положение. 


ПРИМЕР И 
73. Среди всех кривых одной и той же длины 


ДАО (черт. 14) найти ту, у которой центр тя- 
жести был бы расположен как можно глубже или 


ИЛИ 
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\= ах ИТР 
Дия ИТР 


для которой отношение было бы 


минимумом. 
`Само собой понятно, что решение этого вопроса 
даст цепную линию, потому что согласно законам 
статики цепь, подвешенная в точках Ди Ш), примет 
такую форму, что ее центр тяжести максимально 
опустится. Вследствие этого получится цепная ли- 
ния, если среди всех фигур, которые может обра- 
зовать цепь и которые все одной и той же длины, 
станем разыскивать ту, для которой отношение 


_\ хах И 1+? 
ау! - 2? 


было бы наименышим, так как это выражение дает 
расстояние центра тяжести С от начала абсцисс А. 
Итак, имея две формулы 


аи 


\ хит -- р 


разыщем их диференциальные значения; они будут 
равны: для первой 

— лу. —, 
| ат Е 
а для второй 


ЯР НМ 
1 
26+ 
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отсюда получается для искомой кривой такое урав- 
нение. ` 
аа РР, 
УТ УЕ 


а после интегрирования уравнение 


р 
ут” Утм 
Или 
х—е=8] ГР. 
р 
откуда 
— бар 
Рут - р 


и, следовательно, 


Ц —= — В | —— 
>— № УТРА 


С помощью этих уравнений можно будет построить 
кривую, и длина ее будет равна 


УРА НЕ НЕ сот. 


Отсюда можно будет получить другое построение, 
определяя х и у через 5;а именно будет 


— | ® 
р — $ — Ё 
если взять начало в А, где р==со, то надо поло- 


жить /=0, так что р=-. 
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Тогда получается 


5 
и 
——5 ах У 62 + 52 
ри 2 — ——_ 
хИ1-Е р? — 45 Е ; 
а отсюда 
Ях — 5 45 
уз 
и, следовательно, 
х—=И Я — 6. 
Далее, 
в 45 
Ду —= йх —=——— 
Уу==р ура 
ИН © 
53 
УБЕЙ 


Уравнение же ` между прямоугольными координа- 
тами х и у выведется из уравнения - 


__ ВИТ 2 
ВР 


х— с 


Если желательно, чтобы оно было отнесено к оси 
АР, являющейся диаметром, и к началу абсцисс, 
взятому в А, где р ==, то надо положить с = — 6; 
тогда будет‘ 


(«НО р=ЬУИТ- р? 


и отсюда : 
(Е 6 р = РВ р" 


406 Л. ЭЙЛЕР 


и, следовательно, 


поэтому 


а это есть известное уравнение цепной линии. 


ПРИМЕР 11 


74. Среди всех кривых одной и той же длины 

определить ту, для которой было бы иннимумом 
|5 ах УИ 1-Е р? 

отнощение =, 206 $ обозначает ка- 
\5 ахут-+ р? 


кую- нибудь функцию пуги кривой $ —= | 4х И1-- р. 
В этом примере содержится нахождение цепной 
линии при условии, что цепь не будет повсюду од- 
нородно плотной, а ее плотность, соответствующая 
дуге $, будет пропорциональна 5$, функции от 5. 


Тогда | 54х Ит-Ер? = р" будет выражать вес этой цепи, 


\ $хаху т р? 
а высоту центра тяжести нал нача- 


\ ЗахИТ-ЕрВ 


лом абсцисс, которая должна быть наименьшей 
Сначала может показаться, что этот случай не 
содержится в предыдущей (\) задаче, потому что 
и 
формула | 4х у 1 -|- 2°, выражающая дугу, сама не 


входит в выражение максимума или минимума 
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э 


\ $5хаху 1-2 

|5 аху1 -- р? 
интегральных формул. Но так как $ функция длины 
дуги кривой $, а 45 = ах И 1 -- р, то \54аху1 -- р’ 


© 


‚ являющееся функцией двух других 


-будет равен $45 и, следовательно, будет функцией 


®/ 
от $, вследствие этого выражение 


79 


\ Зхах УГ 


©/ 
и 


\ЗахИТ- р 


®/ 


будет функцией формул 
хит и \ 5 4ИТ ЕР, 


&/ 


из которых первая содержит общее свойство. Сле- 
довательно, мы должны отыскать среди всех кривых 


равной длины ту, для которой \5* аху1 —|- р? был 
бы минимумом. 
А так как $ есть функция от 5= | 4х ИТ-ЕР», 


то этот вопрос будет относиться к предыдущей за- 
даче, к тому случаю, который разобран в 85 60. 
— Именно, здесь 
Е=5хУ1-- р, 
откуда, после того как положить 4$-=Т4$, Полу- 
ЧИТСЯ: 
— —— а 
47 = ХТ + $ахутТ-Е р Ра. 


Г {77 
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и, следовательно, 


Е=хТуУТ + р?, М=$УИТ-+ р?, 


эхр 
№М=—= 0, Р = _. 
ГУТ 


Вследствие равенства Л==0 получаем тотчас на 
основании того же указанного параграфа такое урав- 
нение: 


А- 


(с- |} т&УГЕЯ) р — $др 
У1- р? С УИГЕР’ 
или 
АР с— | «таких == 0. 
Но 
Таху 1 р?=Т 45 == 45; 
отсюда имеем: 
АР С 55 — | 45 =0, 


где А и С произвольные величины. Продиференци- 
руем это уравнение, тогда получится 


—,А ар 
— $ 4х =0, 
РУТА | 
ИЛИ 
—— 4 
$ахиИт-Е р? = 22 = 545. 


А так как $ есль функция от 5, то проинтегри- 
руем $ 4$, в результате чего интеграл, который мы 
обозначим через Ю, даст вес ‘цепи, соответствующий 
длине 5. 
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После интегрирования уравнения получится 


С ® 
о =^- С, 


аесли мы возьмем начало кривой в точке ДА, вде ка- 

С 
сательная горизонтальна, то будет С=0 и Р=р. 
Отсюда получится 


и _Ие-Е А 45 
тр = Юю  ах' 


и, следовательно, 


4х —_^4 _ 
Уна 
И 
45$ 
а НИИ 
”уят№ 


С помощью этих уравнений можно построить кри- 
вую, определяя для любой длины цепи как соответ- 
ствующую абсциссу, так и ординату. При этом оче- 
видно, что для случая, когда Ю —=$, т. е., когда 
цепь предполагается однородной плотности, полу- 
чится обыкновенная цепная линия. 


ПРИМЕЧАНИЕ 


75. Если бы мы не установили, что этот пример 
подходит как к последнему предложению, так и 
к предыдущему, то решение могло бы быть выполнено 
по общему правилу; но оно вышло бы гораздо более 
сложным. Тем не менее, чтобы яснее представить 
применение общего метода, считаем уместным решить 
этот же самый пример согласно общим правилам. 
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Итак, пусть требуется среди всех кривых одной 
и той же длины 


= \ хи -Е р? 


®/ 


найти ту, для которой было бы наибольшим илн 
наименьшим значение выражения 


\ 5х УТЕР 
\ЗажуТт+ р? 


где через $ обозначена какая-нибудь функция дуги 
кривой $. И так как пока еще нельзя предусмотреть, 
что из расчета выпадет рассмотрение заданной абс- 
циссы, от которой зависит диференциальное значе- 


\5хахуИГ- 


\ЗахУГТЕ р 


нужно удовлетворить требованию только при задан- 
ной длине абсциссы х—==а. Диференциальное значе- 


ние формулы 


) 


ние выра чения ‚ ТО Положим, что 


4 ИГР 


содержащей общее свойство, от этой длины не за- 
висит, так как оно постоянно равно 


— пу.4 


_Р__ 

1 9? 

в выражении же максимума или минимума 
\ $х ах У 1-Е р? 


‘Заху! -- р? 


 — 
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для случая х=а4 положим: 


(5хаху 1 — р? = А 


\$аху1 + р? = 


у числителя \ 5х аху 1 р? диференциальное значе- 


ние равно ФА, а у знаменателя \ 5 ах ИТР ТР ди- 
ференциальное значение равно р 

Отсюда диференциальное значение выражения мак- 
симума или минимума, обращающегося в случае 


А 
х=а@вт, будет равно 
ВАА— Аав 
№ 


и, будучи приравнено какому-нибудь кратному ди- 
ференциального. значения 


р 


— пу: а == 
УТ-+ 22 


формулы, выражающей общее свойство, даст урав- 
нение искомой кривой. Теперь для нахождения ди- 
ференциальных значений ФА и АВ рассмотрим прежде 
всего формулу \54х ИТ-Е р? —- 2, которая, согласно пе- 
-речню, сделанному в $ 7 предыдущей главы, при- 
надлежит ко второму случаю; поэтому будет 


. И = К у! —- р? 
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и, если положить 45 = Га$, то 
——щ 5рар 
47 —=Т аи 1- р? РР 
тя -- 2? 
Сделав сравнение, будем иметь: 


затем вследствие равенства 


П === 4хИи 1-- р? 


будем иметь: 


[2]=ИТ-ЕР, [М =0, 


Р 
У! + 
Теперь возьмем интеграл 


\[ах=\ Тахир = \14=$ 
пусть его значение при х==а будет равно С; 
тогда будет У—=р—5. Поэтому для формулы 


\ ах У! -- р? диференциальное значение 4В будет 
равно 


— Ч. 2 (9—5) — — иу.а ЧР. 
ши (утея+ У! - 2? УТРА 


Далее, вторая формула \ 5х ах у! —-- р? заключает- 
ся в том же втором случае, причем будет 


Е —=5ху 1- р? 
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И 


У! 2 
отсюда 
П—=$ [= ТхИТ-Р р, М=5у 1 -- р?, 
эхр 
№М=0, Р=—= 
У! 
Затем вследствие равенства 

П=5=\ 4х и 1 —- р? 

окажется, как и раньше, т 
[7] =И1-2*, [М] =0, 
У 1-Е 2 


Возьмем теперь интеграл 
рах = \ Тх аху | + 8 — | 7х4 == | х45; 
пусть его значение при х==а будет равно МН; тогда 


будет. 
и = Н—\ ха$, 


и отсюда получится следующее диференциальное зна- 
чение формулы Д: 


Улр р (н— (4$) 
У! -{ 2? 

р (н+ | 5ах) 

У г- 23 


ДА —= — пу.4а 


— — пу.а 
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Итак, найдя значения 4А и В, будем иметь для 
искомой кривой уравнение: 


аВ?а -—— —ВАа 


р 
А 1—0, 
УТ ЕН р’ зва- 


а после интегрирования уравнение 


аВ?р — ВАСр -- ВВНр -- ЗВр \ Зах 
Ут? 
гле аа В и С произвольные постоянные, а Си 


Н — определенные постоянные. 
Если теперь положить 


аВ (| АС у 
ви 
И 
С 6 
в» | 


то рис будут „произвольные постоянные, и. опре- 
деленные постоянные СО и АЯ, зависящие от опре- 
деленного значения абсциссы х==а, совсем ис- 
чезнут из уравнения, так что найденная кривая бу- 
дет обладать требуемым свойством для любой абс- 
циссы. Ее уравнение будет таково: | 


ИЛИ 
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после диференцирования это уравнение даст 


$ ах = — _ Сар _ 
РУТ- 2? 
ИЛИ 
—_ а 
Зах = 545 = — 


г 
Положим, как выше, \ 5$ 45==А, так что & будет 


означать вес цепи длины 5; тогда 
С 
= соп5{; 


т. е. получается то же самое уравнение, которое мы 
нашли предыдущим методом. Итак, из приведенного 
решения понятно, каким образом при помощи об- 
щего метода могут решаться вопросы такого рода, 
когда общее свойство не входит в выражение ма- 
‹симума или минимума; чтобы понять это еще яснее, 
достаточно будет прибавить еще один пример по- 
добного рода. 

ПРИМЕР Г 

76. Среди всех кривых одной и той же длины 
АД (черт. 14), соответствующих данной абсциссе 
АС=а, определить ту, которая заключала бы 
площадь РАО, имеющую центр тяжести С рас- 
положенным либо наиболее высоко, либо наиболее 
низко, т. е. определить ту кривую, для которой 

\ ухах 

отношение ‘ =. было бы максимумом или мини- 
У 


мумом. 
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Общее свойство выражается интегралом 


\ ЧИТ р, 


а его диференциальное значение, соответствующее лю: 


бой абсциссе х, равно — пу. 4 =, Диференци- 


—_ 
ИЕ -- 2? 
альное же значение выражения максимума или МИНИ- 


\ухах 
\уах 


ЦИССЫ Х — а; чтобы найти его, положим, что при х==а 


мума будет зависеть от заданной длины абс- 


будет \ ухах =, и пусть диференциальное значение 


®/ 


этой формулы будет 4А; по данным выше правилам 
находим, что оно равно 


пу. 4х-х = пу. х ах. 
Далее, пусть для того же значения х==а вторая 


формула \ уах переходит в В, и пусть ее диферен- 


*. 


циальное значение будет 4В; по данным нами пра- 
вилам находим, что оно равно пу.4х; таким образом 


А = пу. хах 
И 
ав —= пу.4х. 


Отсюда диференциальное значение выражения макси- 


| А 
мума или минимума, переходящего при х=а в 5 


будет равно о 
ВаА- АаВ __ пу.(Вхах— Аах). 
о № 
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а это выражение, будучи приравнено кратному дифе- 


р 
ренциального значения — пу. 4 т ‚ получивше- 


гося из общего свойства, даст для искомой кривой 
такое уравнение: 


аа Р — Вхах— дах. 
ИГ- 2? В 


А 
Пусть в==Й; й будет определенная постояннся вели- 


| ах 


|5 ах 
ложить х==а; введем обозначение аВ = 2; с? будет 
произвольная величина. Отсюда будем иметь для 
кривой уравнение: ‹ 


чина, которую принимает формула ‚ если по- 


с24 ИГ —=хах — пах, 
которое после интегрирования дает 
262 
2 — орх 67 
ИГР: 


ИЛИ 


40? == (х? — Эйх | 62)? (1-1 р?) 


и, таким образом, 
2 — 2х фр? 


р— И4с* — (53 — 2х4 а 


где постоянную (2 можно считать по произволу либо 
положительной, либо отрицательной величиной. 
27 Л. Эйлер. 
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Кривая эта удовлетворяет требованию толЕко для 
случая, когда х==а; и для того, чтобы она ему 
удовлетворяла, букве й должно быть придано то 
значение, которое примет при х==а выражение 


Гухах 
[уах ’ 
ном надо отметить, что это есть та кривая, которая 
известна под названием упругой линии. 


\ 


откуда и определится значение #. В осталь- 


о Е ОХ 


„ 


ГЛАВА ШЕСТАЯ 


МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ КРИВОЙ, ОБЛАДАЮЩЕЙ 

СВОЙСТВОМ МАКСИМУМА И МИНИМУМА, СРЕДИ 

ВСЕХ КРИВЫХ, ИМЕЮЩИХ НЕСКОЛЬКО ОБЩИХ 
СВОЙСТВ 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. ТЕОРЕМА 


[. РИВАЯ, для которой выражение аА -|- ВВ 

достигает среди всех вообще кривых мак- 

симума или минимума, оказывается в то же время 

такой, что среди всех кривых, обладающих одним 

и тем же свойством А, онл сообщает наибольшее 
или наименьшее значение формуле. В. 


Доказательство 


Положим, что найдена кривая, для которой среди 
всех других кривых, соответствующих той же абс- 
циссе, значение выражения аА-|-ВВ достигает мак- 
симума; то, что мы докажем для максимума, будет 
справедливо, с необходимыми изменениями, и для 
минимума. Здесь буквы Аи В означают такие не- 
определенные формулы или выражения, по отноше- 
нию к которым может быть поставлен вопрос о’мак- 
27* 
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симумах и минимумах; аб и В представляют какие- 
нибудь постоянные величины. 

Для того, чтобы иметь возможность легче обо- 
значать кривые линни, без громоздкого словесного 
описания, назовем ту кривую, для которой аА - ВВ 
будет наибольшим, буквой О. 

Теперь представим себе какую-нибуль другую кри- 
вую А, соответствующую той же абсциссе и для ко- 
торой формула А принимает‘то же самое значение, 
что и лля кривой (); тогла для этой кривой АЮ вы- 
ражение аА--ВВ приобретет значение, меньшее, 
чем для кривой О, потому что для кривой © выра- 
жение аА--ВВ получает наибольшее значение. По- 
этому, раз выражение А получает одно и то же 
значение для кривых © и Ю, а выражение аА + ВВ 
для @ больше, чем для Ю, то отсюда следует, что 
для кривой ©) значение выражения В должно быть 
больше, чем для кривой Ю. А так как АЮ означает 
любую кривую, для которой формула А получает 
общее с (©) значение, то очевидно, что среди всех 
этих кривых А кривая () есть та, для которой фор- 
мула В имеет наибольшее значение. 

Из этого заключаем, что та кривая, которая среди 
всех вообще кривых будет сообщать выражению 
аА--ВВ ваибольшее или наименьшее значение, 
окажется в то же время такой, что среди всех дру- 
гих кривых, обладающих с нею одним и тем же об- 
щим свойством А, она будет сообщать наибольшее 
или наименьшее значение выражению В. 
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Хотя доказательство изложено здесь только для 
максимума, но оно посредством замены слов сможет 
быть приспособлено и для минимума. Ч. т. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


2. Легко понять, что, и обратно, если нужно 
отыскать кривую, которая среди всех других кривых, 
обладающих одним и тем же общим свойством А, 
сообщала бы максимум или минимум выражению В, 
то можно удовлетворить требованию, определив сре- 
ди всех вообще кривых ту кривую, для которой 
ад ЗВ было бы максимумом или минимумом. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 


3. В решение задач этого рода входят две новые 
произвольные постоянные а и В, которых не было 
в самих выражениях А и В; но они будут равно- 
значны одной только постоянной, потому что в рас- 
чет входит лишь их отношение. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 


4. Итак, если среди всех кривых, обладающих од- 
ним и тем же общим свойством А, требуется опре- 
делить ту, для которой В было бы максимумом или 
минимумом, то надо взять от обоих выражений А 
и В диференциальные значения, которые, будучи 
каж-ое в отдельности умножено на произвольные 
постоянные и оба в совокупности приравнены нулю, 
дадут уравнение искомой кривой. 
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о. Вместе с тем ясно также, что безразлично, ра- 
зыскивается ли среди всех кривых, обладающих одним 
и тем же общим свойством А, та, для которой В 
было бы максимумом или минимумом, или, наоборот, 
среди всех кривых, обладающих одним и тем же 
общим свойством В, разыскивается та, для которой 
А было бы максимумом или минимумом. 


ПРИМЕЧАНИЕ 


6. То, что мы изложили в этом предложении и 
в присоединенных к нему дополнениях, совершенно 
ясно уже из предыдущей главы; действительно, здесь 
содержится в обращенном виде метод решения задач, 
где разыскивается ереди всех кривых, обладающих 
одним и тем же общим свойством, та кривая, кото- 
рой присущ какой-нибудь максимум или минимум. 
Но не следует думать поэтому, что мы только по- 
вторили то же самое: ту истину, которую мы ранее 
вывели довольно длинным путем, здесь мы доказали 
сжато и коротко. Тем сильнее при полном взаимном 
согласовании один метод доказательства будет под- 
креплять другой; и если кому-нибудь первый метод, 
не вполне понятый, покажется вследствие частого 
пользования бесконечно малыми величинами слишком 
опасным и сомнительным, то доказательство, данное 
здесь, устранит всякое сомнение. Затем, если кто- 
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нибудь еще сомневается относительно сделанного 
в дополнении ТГ обращения настоящего предложения, 
то его вполне удовлетворит первый метод. Впрочем 
обоснование этого обращения и само по себе может 
быть сочтено достаточно убздительным. Действитель- 
но, раз кривая @, которая среди всех вообще кри- 
вых сообщает аА {- ВВ максимум или минимум, 
оказывается таковой, что среди всех кривых, обла- 
дающих одним и тем же общим свойством 4, она 
будет сообщать В максимум или минимум при вся- 
ких аи В, то необходимо, чтобы равным образом 
было справедливо и обратное утверждение, если 
только коэфициентам @ и В будет приписана наи- 
высшая общность. Мы сочли нужным упомянуть об 
этом и пояснить убедительность этого рассуждения 
для того, чтобы в дальнейшем, когда мы будем им. 
пользоваться, не оставалось никаких сомнений. И хо- 
тя это предложение собственно относится к пре- 
дыдущей главе, мы перенесли его сюда, чтобы иметь 
возможность легче исследовать этим методом 
собственное содержание настоящей главы; потому 
что если бы пришлось разрабатывать его пре- 
дыдущим методом, то потребовались бы длинней- 
шие выкладки и сложный рял диференциалов всяких 
порядков. - 

Однако, насколько это возможно, мы ясно 
покажем, что все излагаемое нами здесь может 
быть подтверждено и даже выведено предыдущим 
методом. . 
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7. Кривая, которая среди всех вообще кривых, 
соответствующих одной и той же абсциссе, сооб- 
щает наибольшее или наименьшее значение выра- 
жению аА-- ВВ | 1С, окажется ‘в то же время 
такой, что среди всех кривых, которые имеют 
общим как выражение А, так и выражение В, бу- 
дет сообщать наибольшее или наименишее значение 
выражению С. 


Доказательство 

Здесь буквы А, В и С означают интегральные 
формулы или неопределенные выражения, которые 
допускают максимум или минимум, а буквы а, В, | 
означают произвольные постоянные величины. Пусть 
теперь © есть кривая, которая среди всех вообще 
кривых сообщает наибольшее или наименьшее зна- 
чение выражению @4 -|- ВВ -- уС. 

Представим себе какую-нибудь другую кривую Л, 
для которой как выражение А, так и В принимает 
то же самое значение, какое оно принимает для кри- 
вой О. При этом предположении сумма «АР ВВ 
будет иметь одно и то же значение для обеих кри- 
вых О и Ю, а общая сумма аА-- ВВ--]С для 
кривой А получит значение, меньшее, чем для кри- 
вой О, если ад ВВ --]С для кривой @ оказы- 
вается наибольшим; и` наоборот, значение выражения 
аА-- ВВ С для кривой А будет больше, чем для 
кривой О, если аА--ВВ-- {С для кривой @ будет 
наименьшим. Но так как часть аА - ВВ этого вы- 
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ражения является общей обеим кривым © и Ю, то 
остальная часть {С и тем самым выражение С в слу- 
чае максимума будет больше для ©, чем для Ю, 
а в случае минимума выражение С для кривой © 
будет меньше, чем для кривой А. Из этого следует, 
что если кривая (© среди всех вообще кривых будет 
сообщать наибольшее или наименьшее значение вы- 
ражению &4-- ВВ | ]С, то вместе с тем эта кри- 
вая © такова, что среди всех кривых №, обладаю- 
щих теми же значениями, как выражения А, так и 
выражения В, будет содержать наибольшее или на- 
именьшее значение выражения С. Ч. т. д. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 | 
8. Так как выражения А, В и С можно по произ- 
волу заменять одно другим, то кривая, для которой 
а4- 3В--1С достигает максимума или минимума, 
будет вместе с тем сообщать и максимум или мини- 
мум величине С среди всех кривых, обладающих од- 
ними и теми же общими свойствами А и В, и мак- 
симум или минимум величине В среди всех кривых, 
которые будут обладать общими свойствами А и С, 
и, наконец, максимум или минимум величине А среди 
всех кривых, для которых оба свойства В и С оди- 
наковы. 
ДОПОЛНЕНИЕ П 
9. Следовательно, кривая, которая среди всех кри- 
вых, обладающих одними и теми же двумя свойства- 
ми Ди В, сообщает максимум или минимум вели- 
чине С, будег также сообщать и среди всех кривых, 
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одинаково обладающих двумя свойствами Ди С или 
В и С, наибольшее или наименьшее значение вели- 
чине В или А. 


ДОПОЛНЕНИЕ Ш 

10. Итак, если нужно разыскать кривую, которая 
среди всех других, одинаков» обладающих двумя 
свойствами А и В, сообщала бы максимум или ми- 
нимум выражению С, то можно удовлетворить тре- 
бованию, если разыскать кривую, которая среди всех 
вообще кривых сообщала бы наибольшее или наи- 
меньшее значение выражению &4 - ВВ --\С. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1" 

11. Так как @, Ви `\—произвольные постоянные 
величины, то в решение этого рода задач входят три 
новые произвольные величины, которые не содержа- 
лись в заданных формулах А, Ви С; но эти три по- 
` стоянные а, Ви \] будут равнозчачащи только двум. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 

12. Эти постоянные содержались уже в первом 
найденном для кривой уравнении; а кроме них вслед- 
ствие интегрирований войдет столько новых постоян- 
ных, сколько понадобится интегрирований, пока не 
придем к конечному уравнению. ` 


ДОПОЛНЕНИЕ У! 

13. Подобным же образом, как мы доказали это 
и предыдущее предложения, можно будет показать, 
что кривая, которая среди всех вообще кривых с00б- 
щает максимум или минимум выражению &4 + ВВ-- 
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+ уС-- 6), будет среди всех кривых, имеющих 
три общих выражения А, В и С, сообщать четвер- 
тому О максимум или минимум. 


ПРИМЕЧАНИЕ 
14. Из этого предложения уже достаточно понятен 


метод решения таких задач, принадлежащих к отно- 
‘сительному методу, где разыскивается кривая, которая 
среди всех кривых, соответствующих одной и той же 
абсциссе и равно обладающих двумя или несколь- 
кими общими свойствами, сообщала бы наибольшее 
или наименьшее значение какому-нибудь выражению. 
А именно, вопрос постоянно будет приводиться к 
абсолютному методу, так что придется среди всех во- 
обще кривых разыскивать кривую, которая сообщала бы 
какому-нибудь выражению максимум или минимум. 

От такого приведения мы получаем ту выгоду, что 
можем все задачи этого рода решать при помощи 
диференциальных значений, находить которые мы 
уже научили выше. Самый же способ решения све- 
дется к тому, чтобы развернуть все общие свойства, 
вместе с выражением максимума или минимума, каж- 
дое в отдельности, затем умножить каждое на произ- 
вольную постоянную и произведения собрать в одну 
сумму. После этого нужно будет среди всех вообще 
кривых разыскать ту, для которой эта сумма была 
бы максимумом или минимумом. А это будет достиг- 
нуто, если найти диференциальное значение этой 
суммы и положить его равным нулю. Поэтому вся 
работа будет выполнена, если мы возьмем, согласно 
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данным выше правилам, диференциальные значения 
как отдельных выражений, содержащих общие свой- 
ства, так и выражения максимума или минимума, 
зазем умножим каждое диференциальное значение 
в отдельности на произвольную постоянную и сово- 
купность всех этих произведений приравняём нулю; 
отсюда получится уравнение искомой кривой. Одного 
этого указания и было бы достаточно для решения 
вопросов такого рода. Но прежде чем показать его 
применение, уместно будет подтвердить этот метод 
ранее применявшимся путем. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш. ЗАДАЧА | 
15. Среди всех кривых, отнесенных к одной и 
той же абсциссе и одинаково обладающих двумя 
общими свойствами А и В, определить ту, для 
которой значение выражения С было бы максиму- 
жом или минимумом. 


Рещение 

Из предыдущего уже понятно, что эта задача бу- 
дет решена, если среди всех вообще кривых разы- 
скать ту, для которой выражение аА-- ВВ {С 
было бы максимумом или минимумом. А для этого 
нужно знать диференциальные значения выраже- 
ний 4, В и С. Пусть диференциальные значения 
будут равны: лу.Ах.Р для выражения А, пу.ах. О 
для выражения В, пу.ах.Ю для выражения С; 
отсюда уравнение искомой кривой будет следующим: 


аР--ВО--уЮ =0. 
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Но чтобы больше уяснилась верность этого реше- 
ния, подойдем к этой самой задаче с тем же методом, 
которым мы пользовались выше, в предыдущей главе. . 
Прежде всего понятно, что для решения этой задачи 
нужно увеличить на бесконечно малые частицы три 
ординаты, чтобы удовлетворить трем предписанным 
условиям. Во-первых, эти три прибавляемые частицы, 
которые изменяют саму удовлетворяющую требова- 
нию кривую в новую, как можно меньше от нее 
отличающуюся, должны’ быть такими, чтобы выраже- 
ние А, содержащее одно из общих свойств, одина- 
ково принадлежало обеим кривым; затем и второе 
общее свойство В также должно будет получить 
у обеих кривых одно и то же значение; в-третьих, 
в силу природы максимума или минимума выраже- 
ние С также должно приобрести одно и то же зна- 
чение как для самой кривой, так и для кривой 
измененной; а этим трем условиям нельзя удовлетво- 
рить при помощи менее чем трех частиц, прибавляе- 
мых к трем ординатам. Поэтому кроме двух ординат 
№ и Оо, которые на чертеже (черт. 15) увеличены 
на частицы ИУ и ою, представим себе, что к следую- 
щей ординате Рр прибавлена частица рп. 

Теперь найдем прежде всего приращение, получае- 
мое выражением А от этих трех частиц; оно будет 


равно пу. Рах-- о®-.Р, ах -- рп-Р, ах. 


Действительно, частица пу порождает приращение 
пу. Рах, совпадающее с диференциальным значением, 
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которое получает выражение 2 от одной частицы пу. 
От следующей частицы 0® происходит приращение 
ой.Р, ах, т. е. предыдущее приращение, увеличенное 
на свой диференциал; действительно, так как 0% 
прибавляется к последующей ординате, то все вели- 
чины, касающиеся ою, будут последующими по от- 
ношению к тем, которые касаются частицы пу. По- 
добным же образом частица рп порождает прираще- 
ние рп.Р,4х; все это станет достаточно ясным и 
очевидным, если Кто пожелает провести выкладки 
тем способом, которым мы воспользовались в преды- 
дущей главе, в предложении Ш, $ 22. 

Далее подобным же образом выражение В, диферен- 
циальное значение которого, происходящее от одной 
частицы пу, мы положили ‘равным пу.О4х, получит 
от трех частиц пу, о и рп следующее приращение: 

лу. О ах-- о®. 9 4х рп. О, ах. 

В-третьих, выражение С от этих трех частиц примет 
приращение 

пу. Юах-—- 0%.Ю ах рп.Ю, ах. 

Теперь эти три приращения нужно каждое в от- 
дельности приравнять нулю, чтобы удовлетворить 
всем предписанным условиям; отсюда после разделе- 
ния на 4х получатся следующие три уравнения: 


0—.Р--ою.Р, |- рп.Р,, 
О — пу. 9 --‹о- 9, | п.О„ 
—= у. Ю- оо. Ю -- рп... 


Если теперь исключить частицы 2у о® и рт, 
введенные лишь как вспомогательное средство для 
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решения, то получится уравнение между величинами, 
принадлежащими кривой, которое таким образом вы- 
разит природу кривой. Лля исключения этих частиц. 
умножим каждое из уравнений в отдельности на но- 
вые неизвестные @, В, |, так что получится: 


— пу.аР -|- оь.аР„-- рп.ар, 
0 = пу-ВО -ою.В О, —- рп-ВО, 
0 = лу-у® -- о®.1Ю, -- рп:1К,, 


и образуем. отсюда такие уравнения: 


0 =аР 89 --1К 
0 = ар, -- О, -- ук, 
0 —= Р,-- во, ук, 


а следовательно, и уравнения: 


0—= аР-- ВО —-1К, 

оо + 39-1! 

0—арР"-- ВО" -- уА". 
Здесь ясно, что если для а, В, ‘] взять постоян- 
ные величины, то первое уравнение само по себе 
заключает в себе остальные два; действительно, если 


0—аР + ВОТ 1К, 
то вместе с тем будет 


0 —а 4Р - Ва9 + у4® и 0=аа?Р-+- Ва?0 -- у4?Ю; 


а так как 


= Р-Р ар, 0'= 9-40, = В аю 


Р"—=Р--24Р + 42Р, 9"—=0 + 2409 + 435, 
Ю" = АЮ- 24Р + а?ю, 
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то будет также 
0— аР'-- 80! + ук" 
ар" + 9’ 1^”. 
Поэтому для решения задачи нужно образовать 
уравнение 
0 —=Р + 9-ю, 
которое, если вместо а, В и написать какие-нибуль 
произвольные постоянные величины, выразит при- 
роду искомой кривой. 
И это уравнение вполне совпадает с тем, которое 
мы получили другим методом, так что один метод 
подтверждает другой. Ч. т. н. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
16. Следовательно, все задачи этого рода можно 
решать при помощи диференциальных значений, воз- 
никающих от изменения одной ординаты, находить 
которые мы достаточно подробно научили выше. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 

17. Таким образом ясно, что если нужно найти 
кривую, которая среди всех других, отнесенных 
к той же абсциссе и одинаково обладающих двумя 
свойствами А и В, сообщала бы выражению С мак- 
симум или минимум, то этот вопрос сводится к та- 
кой задаче, которая принадлежит к абсолютному 
методу, а именно, среди всех вообще кривых, отне- 
сенных к одной и той же абсциссе, определить ту, 
для которой выражение аА + ВВ--уС было бы 
максимумом или минимумом. 
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ДОПОЛНЕНИЕ Ш 
18. Вместе с тем отсюда явствует также метод 
решения задач, где среди всех кривых, которым 
одинаково принадлежали бы больше, чем два, и 
даже сколько угоднб общих свойств, разыскивается 
та, которая обладала бы свойством какого-нибудь 
максимума или минимума. 


ДОПОЛНЕНИЕ И 

19. Если, например, среди всех кривых, для кото- 
рых выражения А, В, С, р получают равные значе- 
ния, нужно отыскать ту, лля которой выражение Е 
было бы максимумом или минимумом, то можно бу- 
дет удовлетворить требованию, если среди всех во- 
обще кривых разыскать ту, для которой было бы 
максимумом или минимумом выражение аА- ВВ-- 
-НуС-НоО - вБ, где а, В, |, би $ означают какие- 
нибудь произвольные постоянные величины. 


ДОПОЛНЕНИЕ У 
20. Итак, чем больше задано свойств, которые 
должны быть общи тем кривым, из числа которых 
надо разыскать требуемую кривую, обладающую 
свойством максимума или минимума, тем больше 
в уравнение кривой войдет произвольных постоянных 
величин, и поэтому тем большие будет в нем заклю- 
чаться кривых, удовлетворяющих требованию. 
ПРИМЕЧАНИЕ 
21. Почему в решение входит тем больше постоян- 
ных, чем больше задано общих свойств, легко вы- 
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взсти из предыдущего. Действительно, положим, что 
среди всех кривых, обладающих одним и тем же 
свойством 4, нужно разыскать ту, для которой В 
было бы максимумом или минимумом. Прежде всего 
установим, что этому вопросу удовлетворит та кри- 
вая, которая среди всех вообще кривых будет сооб- 
щать В максимум или минимум, так как она и среди 
всех кривых, которые обладают одним и тем же об- 
щим с нею свойством А, будет сообщать В макси- 
мум или минимум. Но можно представить себе бес- 
численные виды кривых такого рода, что каждый из 
них будет иметь одно и то же значение выражения А 
и в каждом виде будет одна кривая, которая по 
сравнению с остальными имеет значение В максиму- 
мом или минимумом. Необходимо, чтобы все эти 
кривые, удовлетворяющие требованию, содержались 
‘в общем решении. Итак, раз число кривых, удовлет- 
воряющих требованию, вследствие наличия одного 
предписанного общего свойства становится бесконеч- 
ным, то еще более оно увеличится по той же при- 
чине, если будет задано несколько общих свойств. 

Вместе с тем, однако, если значения отдельных 
общих свойств тех кривых, из числа которых нужно 
выбрать искомую, действительно определены, то ре- 
шение все же даст единственную кривую, удовлетво- 
ряющую требованию. Значит, эти постоянные будут 
служить для того, чтобы можно было по произволу 
определять значения, какие получат общие свойства 
у найденной кривой; так, например, в случае двух 
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общих свойств А и В при помощи этих постоянных 
может быть указана кривая, которая принимала бы 
заданные значения выражений А и В и кроме того 
была такова, чтобы значение какого-нибудь другого 
выражения С было для нее максимумом или миниму- 
мом среди всех бесчисленных кривых, принимающих 
те же самые значения этих выражений А и В. И это 
же самое замечание можно сделать и тогда, когда 
предписано несколько общих свойств. Отсюда доста- 
точно ясно, как нужно поступать с этими постоян- 
ными, входящими в рэшение и каким образом их 
следует использовать. Это можно будет с большей 
наглядностью показать на следующих примерах. 


ПРИМЕР 1 

22. Среди всех тех кривых; отнесенных к одной 
и той же абсциссе АС=а (черт. 14), которые и 
одинаковой длины между собой и заключают рав- 
ные площади РАО, определить ту, которая при 
вращении вокруг оса АС образовала бы тело наи- 
большего или наименьшего оббема. 

Если положить абсциссу АР =х, ординату РМ —= 
—уи Чу==раАх, то два заданные общие свойства 


будут | ах и |» у! ТЕ р? а формула максимума 


или минимума [> 4х. Отыщем теперь диференциаль- 
ные значения этих трех формул. Во-первых, диферен- 
циальное значение формулы |5 4х будет равно 


28* 
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пу. Ах; во-вторых, пиферонтиальное значение формулы 


ах ИТ р? —-р? равно — му.4 == УЕ =; и в-третьих, 


диференциальное значение формулы \ ах равно 


2п›.у4ах. Из этих трех диференциальных значений 
составится для искомой кривой уравнение 


ах — ЧР 


ИЛИ 


Р сз ар 
бах дак ЧР, 
ИТЕА о” = перят 


Умножим это уравнение на р и проинтегрируем 
его; тогда будем иметь: 
| — 62 
21 р о, 
1 ы Уи уЕя 


где как с?, так и Г? можно по произволу принимать 
и за положительные и за отрицательные величины. 
Отсюда получается 


(Реле р) = 


ИЛИ 
Р— я у + — 4х’ 
поэтому 


де — (АУУ 4. 
= ———; 
Им (Ру 


а это есть уравнение упругой кривой. 
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В него после остающегося одного интегрирования 
войдет новая, четвертая, произвольная постоянная; 
посредством эгих четырех постоянных можно будет 
достигнуть того, чтобы кривая ‚прошла через две 
заданные точки, а затем ` посредством остальных 
двух — того, чтобы при х==а как площадь кривой, 
так и длина ее приобретали данную величину. Кроме 
того, вследствие двойного знака, свойственного знаку 
корня, один знак даст кривую, обладающую свойст- 
ЕОМ максимума, а другой — минимума. А так как в 
найденном уравнении не содержигся заданная вели- 
чина абсциссы @, то отсюда следует, что любая 
часть найденной кривой, соответствующая какой бы 
то ни было абсциссе, также будет обладать тем пре- 
имуществом, что среди всех других кривых, соот- 
ветствующих той же самой абсциссе, проходящих 
через те же две точки и имеющих с этой кривой 
как одинаковую длину, так и одинаковую площадь, — 
что эта часть, повторяю, при вращении вокруг своей 
абсциссы оЗразует тело наибольшего или наимень- 
шего объема. 

При этом две точки, через которые должна про- 
ходить кривая, здесь потому надо принять во внима- 
ние, что выкладки дали диференциальное уравнение 
второго порядка, решение которого требует двоякого 
определения. Но и остальные две постоянные, которые 
только что встретились в найденном уравнении, могут 
быть определены через точки, и таким образом по- 
лучится определенное решение, которое показывает, 
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как провести через четыре заданные точки кривую, 
которая среди всех других кривых, проходящих через 
те же четыре точки и имеющих как равную с ней 
длину, так и равную площадь, производила бы при 
вращении вокруг оси наибольшее или наименьшее 
тело. 

И всегда число произвольных постоянных как явно, 
так и неявно содержащихся в найденном уравнении, 
покажет, сколько необхолимо иметь определений, 
чтобы вполне определить кривую, которая тогда по 
сравнению со всеми другими кривыми, обладающими 
теми же определениями, будет удовлетворять требо- 


ванию задачи. 
ПРИМЕР П 


23. Среди всех линий, соответствующих одной 
и той же абсциссе, которые, во-первых, содержат 


равные площади \ уах, а затем при вращении во- 


круг оси образуют равновеликие тела \ у?ах, опре- 


делить ту, которая имела бы центр тяжести, 
расположенный выше всего или ниж всего, т. е. 


( ух ах 
ту кривую, для которой отношение *"—— было 
\ учх 
бы максимумом или минимумом. 
Пусть предписанная длина абсциссы, которую 


должно иметь в виду решение, будет равна а; и пусть 


для этой абсциссы значение формулы (5 4х станех 


равным А, значение формулы | у Ах равным В и зна- 


МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ КРИВОЙ 439 


чение формулы \ ухах — равным С. Далее, пусть 


диференциальные значения формул. 


\уах; \ ах; \ухах 


будут соответственно равны: 
ДА —=@ах; АВ =3у4ах; аС=хах. 


Диференциальные значения этих формул взяты 
по данным выше правилам, причем опущена частица 
пу, которая ‹всегда может быть устранена посредством 
деления. Так как здесь выражение максимума или 


хах 
минимума не простая формула, а дробь ‚ то 
(> ах 
ее диференциальное значение будет равно 
АаС—СаА _ Ахах—Сах 
м А 
и вследствие данных“ диференциальных значений двух 


общих свойств \уах и \ 5" 4х, а именно 


ЧА =а4х и аВ = 2Зуах, 
для искомой кривой получится следующее уравнение: 


Ахах—1Сах 
ах -- Зву ах м = 0 
ИЛИ 


(142? —1С) ах + 2ВАуах-- уАхах=0. 


Так как в этом уравнении а, В, ‘у произвольные 
постоянные, то их преобразованием можно исключить 
из выкладок определенные постоянные Аи С, так 
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что найденное решение будет одинаково пригодно 
для всех абсцисс. Мы придем к такому уравнению: 


Бах = туах +- пхах, 


или, разделив на 4х, 
Ь == ту пх, 


что является уравнением произвольной прямой линии. 
Итак, прямая линия, как угодно расположенная от- 
носительно вертикальной оси, среди всех остальных 
линий, заключающих с осью как ту же самую пло- 


щадь у (х, так и тот же самый объем | у2 ах, будет 


®/ ®/ 


иметь центр тяжести своей площади либо в наиболее 
либо в наименее высоком положении. Наименее 
высоко центр тяжести будег находиться в том случае, 
когда прямая линия, сходится с осью по направлению 
вверх; наиболее же высоко он будет, если она 
сходится с осью по направлению вниз; это и есть 
оба случая, в которых имеет место наибольшее или 
наименьшее возвышение центра тяжести. Есть еще 
промежуточный` случай межлу этими двумя, когда 
прямая линия будет параллельна оси; относительно 
этого случая может остаться сомнение, будет ли для 
него центр тяжести наиболее пониженным или наи- 
более повышенным. Но этот случай даже не находит 
себе места в задаче. Действительно, если располо- 
жить прямую линию параллельно оси, так что будет 
у==ё, то совсем нельзя указать никакой другой 
линии, которая для той же абсциссы имела бы как 
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равную площадь \ у4х, так и равный объем \ у? ах: 
это происходит потому, что эта прямая личия среди 


всех других линий, содержащих ту же площаль ( уах, 


®/ 


заключает наименьший объем \ у? ах. 


ПРИМЕР Ш 

24. Среди всех кривых одной и той же длины 
РАО (черт. 21), соединяющих заданные точки 0, 0, 
определить ту, которая обладала бы тем свойст- 
вом, цто если между вертикальными прямыми ОВ, 
ОВ г ризонталью ММ отсекается площадь МРАБМ 
заданной величины, то 
центр тяжести этой 
площад: МРАШОМ будет 
занимать самое низкое 
положение. 

Решение этого вопроса 
имеет важное применение 
в гидростатике: при по- 
мощи его решается задача об исследовании формы, 
которую примет ткань РАР, прикрепленная к сосуду 
ВОРОВ в точках ОД, если в сосуд налить данное 
количество воды. 

Действительно, так как, во-первых, ткань не допус- 
кает растяжения, то будет задана длина кривой ДАД; 
затем будет дана и площадь №МДАШОМ, которой из- 
меряется количество налитой воды; и, в-третьих, 
согласно общим законам гидростатики и тяготения, 
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фигура РАД должна быть такова, чтобы центр тя- 
жести площади МДАДМ занимал наиболее низкое. 
положение. 

Для решения этой задачи положим ОДС = СО = а, 
и пусть после проведения какой-нибудь горизонтали 
МРМ будет МР—=РМ=х и АР=У; тогда, если 
положить 4у=раАх, дуга МАМ будет равна 


2\ 4х -- р". Если теперь положить длину кри- 


вой ДАО. равной 26, то уравнение между хиу 
должно быть таким, чтобы интегральная формула 


(аху1 -- р? при х==а стала равна 6. Далее, пло: 


щадь МАМ оказывается равной 2 \х ду=—=2 \ хр ах; 


®/ 


пусть для случая х=—=а она будет равна 2/2, так 


что окажется 
\ хр 4ах= р. 


Эта площадь сама не дана, но она должна вместе 
с площадью МРОМ производить данное пространство, 
которое пусть будет равно 262. Если теперь поло- 
жить ДМ = 2, то при х==а будет 


а -|- 12 = с? 


И 


2— р а — \ храх 
2————_—. 


а а 


Наконец, центр тяжести всего пространства МрАРМ 
будет отстоять от точки А на промежуток, равный 


| ур ах - аг (лент) 


62 
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где после интегрирования надо положить х == а; сле- 
довательно, центр тяжести будет расположен ниже 
точки С на промежуток, равный 


АС (*— аз) — а — | хурах 


с2 ? 


который и должен быть максимумом. 
Но так как 
а — \ хр Ах ` 


2 ———— 
а ) 


то максимума должно будет достигнуть следующее 
выражение: 


р. 
АС. \ хр НИ гра — (р) —\хурах. 


а 


Задача, следовательно, сводится к тому, чтобы 
среди всех кривых одной и той же длины, соответ- 
ствующих заданной абсциссе ОС==а, определить 
ту, для которой выражение 


. г- 2 

р | храх-| 7 | храх— зо (| храх — | хорах 
было бы максимумом, причем здесь, при х==а, 
у=й. 

Так как длина кривой равна \4ху1 - р?, то ее 
_ РР 
ИТР 
Затем, диференциальное значение формулы \ хр ах 


диференциальное значение будет равно — @ 
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равно — 4х и диференциальное значение формулы 
\ хурах равно хр4х — а (ху) = — уах. 

Отсюда для вссго выражения, которое должно 


стать максимумом, получается диференциальное зна- 
чение, равное 


2 2 
— пах ах — Рах уах, 


которое, вследствие того, что Й и /2 неопределенные 
постоянные, перейдет в 


вах уах, 


где А — произвольная постоянная. 
Поэтому для искомой кривой получается уравнение 


вах у4х = — ва, 
У 1 

которое, после умножения на р и интегрирования 
дает 


| | 22? 
> ИТР 


а это, как известно, есть уравнение упругой линии, 
и оно останется без изменений, какое бы значение 
ни получала величина с?. Следовательно, поставлен- 
ному вопросу можно булет удовлетворить, проведя 
через данные точки Р, О упругую кривую, у кото- 
рой осью или ортогональным диаметром служит 
вертикальная прямая АС и часть которой РАД имеет 
заданную длину 265; таким образом решение будет 


< 
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вполне определенное и получится единственная кри- 
вая, удовлетворяющая требованию. 

Что величина пространства МРАОМ == 262, о цен- 
тре тяжести которого и стоит вопрос, совсем выпала 
из расчета, легко было бы предвидеть; при этом 
решение было бы гораздо более легким. 

Но мы нарочно прибавили это условие, хотя. и 
бесполезное, чтобы был ясен метод решения других. 
задач этого рода, где такое упрощение не находит 
себе места. | 

_ ПРИМЕЧАНИЕ ИП 

25. Итак, полностью изложен неопределенный 
метод максимумов и минимумов, посредством кото- 
рого разыскивается кривая линия, обладающая каким- 
нибудь свойством максимума или минимума. Весь 
этот метод свелся к нахождению диференциальных 
значений, возникающих от приращения одной только 
ординаты. А именно, если задача требует среди всех 
кривых, отнесенных к одной и той же абсциссе, 
найти ту, для которой какое-нибудь неопределенное 
°выражение получает наибольшее или наименьшее 
значение, то нужно отыскать для этого выражения 
диференциальное значение, которое, будучи прирав- 
нено нулю, даст уравнение искомой кривой. 

Если же среди всех кривых, которые обладают 
одним или несколькими общими свойствами, требует- 
ся определить ту, для которой значение какого-ни- 
будь заданного выражения было бы наибольшим или 
наименьшим, то тогда нужно отыскать диференциаль- 
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ные значения как отдельных общих свойств, так и 
выражения максимума или минимума, и умножить 
каждое из них на произвольную постоянную; сумма 
произведений, будучи приравнена нулю, даст урав- 
нение ‘искомой кривой. Для нахождения же дифе- 
ренциального значения любого неопределенного выра- 
жения мы дали в предыдущих главах достаточные 
и довольно легкие правила. Неопределенное выра- 
жение, содержит ли оно общее свойство, или мак- 
симум или минимум, всегда есть либо простая инте- 
гральная формула, либо функция двух или несколь- 
ких таких интегральных формул. Что касается про- 
стых интегральных формул, то в главе [\, $ 7 мы 
изложили правила, при помощи которых можно на- 
ходить. диференциальные значения формул этого рода; 
причем мы там свели это разыскание к пяти случаям. 
Как по тем же правилам можно определить диферен- 
циальное значение любой функции от двух или не- 
скольких простых интегральных формул, это мы ука- 
зали в предложении ГУ той же главы ГУ и изложили 
способ, сходный с диференцированием и довольно 
легкий; так что в этой области не остается ничего, 
что представлялось бы нужным добавить. 


ок 43* 


ПРИЛОЖЕНИЕ [ 


ОБ УПРУГИХ КРИВЫХ 


1. УЖЕ давно все выдающиеся геометры признали, 
что метод, изложенный в этой книге, не только 
весьма полезен в самом анализе, но и в решении 
физических задач оказывает величайшую помощь. 
Действительно, так как здание всего мира совер- 
шенно и возведено премудрым творцом, то в мире 
не происходит ничего, в чем не был бы виден смысл 
какого-нибудь максимума или минимума; поэтому 
нет никакого сомнения, что все явления мира с та- 
ким_ же успехом можно определить из причин ко- 
нечных при помощи метода максимумов и миниму- 
мов, как и из самых причин производящих. Повсюду 
существуют столь яркие оказания этой истины, что 
для ее подтверждения нам нет нужды в многочис- 
ленных примерах; скорее надо будет направить уси- 
лия на то, чтобы в каждой области физических 
вопросов отыскать ту величину, которая принимает 
наибольшее или наименьшее значение: исследование, 
принадлежащее, повидимому, скорее к философии, 
чем к математике. Итак, открыто два пути для по- 
знания явлений природы — один через производящие 
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причины, который обычно называют прямым мето- 
дом, другой через конечные причины — и математик 
с равным успехом пользуется обоими. А именно, 
когда производящие причины слишком глубоко 
скрыты, а конечные более доступны для нашего по- 
знания, то вопрос обыкновенно решается непрямым 
методом; наоборот, прямой метод применяется, когда 
можно из производящих причин определить следствие. 
Но прежде всего надо прилагать усилия, чтобы 
открыть доступ к решению обоими путями; ибо 
тогда не только одно решение наилучшим образом 
подтверждается другим, но от согласия обоих мы 
получаем высшее наслаждение. Так, изгиб подвешен- 
ного каната или цепи найден двумя путями: одним 
а рЦой, по воздействиям силы тяжести; другим — 
посредством метода максимумов и минимумов, по- 
тому что было понятно, что канат должен принять 
такой изгиб, при котором его центр тяжести займет 
самое низкое положение. Подобно этому и изгиб 
лучей, проходящих через прозрачную среду неодно- 
родной ‘плотности, определен как а р4ой, так и из 
того принципа, что они должны приходить к задан- 
ному месту в кратчайшее время. 

Достославные Бернулли и другие геометры дали 
еще множество подобных примеров, благодаря кото- 
рым как метод решения а рйой, так и познание про- 
изводящих причин получили весьма большое разви- 
тие. Но хотя вследствие стольких блестящих приме- 
ров не остается никакого сомнения, что во всех 
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кривых линиях, которые дает решение физико-мате- 
матических задач, имеет место свойство какого-ни- 
будь максимума или минимума, все же часто очень 
трудно усмотреть самый этот максимум или мини- 
мум, даже и в тех случаях, когда можно достигнуть 
решения а рпон. 

Так, хотя давно уже известна фигура, которую 
принимает при изгибе упругая пластинка, однако, 
никто еще ве обнаружил, как эта кривая может 
быть найдена посредством метода максимумов или 
минимумов, т. е. через конечные причины. Поэтому, 
когда достославный и остроумнейший в этой возвы- 
шенной области исследований природы Даниил Бер- 
нулли сообщил мне, что он может представить всю 
силу, заключающуюся в изогнутой упругой пластинке, 
одной формулой, которую он называет потенцчаль- 
ной силой 1851, и что это выражение для упругой кри- 
вой должно быть наименьшим, то я, — так как этим 
открытием удивительно освещается мой метод мак- 
симумов и минимумов, изложенный в этой книге, и 
наилучшим образом уясняется его широкое примене- 
ние, — не могу упустить желанный случай, чтобы, 
публикуя это замечательное свойство упругой кри- 
вой, наблюденное достославным Бернулли, не пока- 
зать, вместе с тем, еще яснее употребление моего ме- 
тода [16]. Ибо это свойство содержит в себе диферен- 
циалы второго порядка, так что для его рассмотре- 
ния недостаточны ранее ‘изложенные методы реше- 
ния изопериметрической задачи. 
29 Л. Эйлер. 
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ОБ ИЗГИБЕ ОДНОРОДНОЙ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ 


2. Пусть АВ. (черт. 22) представляет собой упру- 
гую пластинку, как-нибудь изогнутую; назовем дугу 
АМ через $ и радиус соприкасающегося круга кри- 
вой МА через Ю; тогда, согласно определению Бер- 
нулли, потенциальная сила, заключенная в части 

К 
пластинки АМ, будет выражаться формулой \ ©, 
если только пластинка будет по- 
всюду одинаково толстая, ши- 
рокая и упругая и в естествен- 
ном состоянии будет вытянута 
прямолинейно. Значит, природа 
кривой АМ будет такова, что 
для нее это выражение получит 

Черт, 22. наименьшее изо всех значение. 

Но так как в радиусе соприка- 

сающегося круга Ю содержатся диференциалы второго 
порядка, то для определения кривой, обладающей 
этим свойством, нужны будут четыре условия, что 
вполне согласуется с природой вопроса. Действитель- 
но, так кгк через данные конечные точки Аи В м-- 
жет пройти бесчисленное множество изогнутых упру- 
гих пластинок, и притом одинаковой длины, то вопрос 
не будет определенным, если не задать кроме двух то- 
чек А и В еще двух других точек или, чго сводится к 
тому же, положения касательных в крайних точках А 
и В. В самом деле, если дана упругая пластинка, более 
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длинная, чем расстояние между точками А и В, то 
она не только может быть изогнута так, чгобы по- 
меститься между конечными точками Аи В, нои 
так, чтобы ее касательные в этих точках имели за- 
данные направления. Заметив это, мы должны, ре- 
шая вопрос о нахождении изгиба упругой пластинки 
по методу максимумов и минимумов, поставить его 
следующим образом: среди всех кривых одной и 
той же длины, которые не 

только проходят через А и В 
В, но и касаются в этих 

точках прямых, заданных м т 

по положению, определить ту, 


для которой значение выра- 
45 А Р р 
жения \ 55 будет наимень- Черт, 23. 


шим. 

3. Так как удобно привести решение к прямо- 
угольным координатам, то возьмем какую-нибудь 
прямую АД (черт. 23) за ось, на которой пусть бу- 
дет абсцисса АР =х, а ордината РМ = у. 

Положим, как требует изложенный метод, 4у = рах, 
ар =—==4 4х, тогда элемент кривой Мт будет равен 


45 =аху 1 р?. 
Прежде всего, так как кривые, из числа которых 
нужно выбрать искомую, предполагаются изопери- 
метрическими, мы должны будем рассмотреть выра- 


жение \ ах у! + р?, которое, при сравнении с общим 
29* 
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выражением \24х, дает такое диференциальное зна- 
чение: 
Та. 
ах Ут 
Затем, так как радиус соприкасающегося круга 


равен 
ах (1+ р2)3:2 _ (1-- р?)3:2 
ж—— = А, 
ар 4 


4$ 
то формула |“, которая должна быть минимумом, 


дах 
переходит в Сравним это с общей форму- 


лой |2 4х; тогда окажется 


Я“ 
7 
и если положить 


42 = Мах Мау- Рар- 0944, 
— — __ _— 5292 _ __ 24 
М0, М0, Раз и рт 
Отсюда следует, что диференциальное значение, 


дах 
возникающее из формулы | ерязь будет равно 
АР | 420 
ат т аа. 
Следовательно, для искомой кривой будем иметь 


уравнение: 
“1_Р __ АР _ 429 


ах Ут ах ал’ 
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которое, после умножения на 4х и интегрирования 
дает: 


Умножим это уравнение на д 4х =@ар; получится 


РР | Вар=Рар—44 
уря Г ВР Рар— 940. 


Но так как, вследствие равенств М =—=0 и №М=0, 


42 —=Рар-- 944, 
то оказывается 
Рар=а7— 944, 


и если подставить это значение вместо Рар, то по- 
лучится уравнение 


4 
уе -+ Вр= 42 — 994—940, 


которое, после нового интегрирования, дает 


ау 1-Е р-р 1=2 — 94. 


___ 98 
— (+ 29)5:2 


Но 


9“. 
ЧЕ? 


отсюда следует, что 


—— — 02 
ат р? + Р-1= пя 
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Возьмем постоянные а, В и \ отрицательными, 
тогда 


== (1-24 ат Ев 1=9%, 


откуда получается следующее уравнение: 
д 
(1 ^)54У «УТ - рт 
3 тем, вследствие равенства 
4у = рах, 


будем иметь также: 
п 
(1 + 9254 УаУТ А+ 


этих двух уравнений достаточно для построения кри- 
вой через квадратуры. 

4. При общем рассмотрении этих формул видно, 
что ни одна из них не интегрируема; но их можно 
некоторым образом объединить, так что совокуп- 
ность будет допускать интегрирование. 


Так как 
Уз 
(1 р?)1: 4 
(1+ 25: 4У Ут т 
то 
ЗУ дУГЕР---1 


аня МЫТЬ 
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и так как положение оси произвольно, то постоян- 
ную 6 без ущерба для общности можно опустить. 
Затем можно переменить оси так, чтобы абсцисса 
оавАА и ордината в ом 
УР УР 
того, свободно можно ‘положить ‘) равным нулю, 
так как ничто не препятствует эту новую абсциссу 
выразить через х. Поэтому для упругой кривой бу- 
дет иметь место уравнение: 


У аи р-р Вх (1 -- р)! 
которое после возведения в квадрат дает 


44 1 ре 48 р = Вх? И 1- р?. 


Положим для однородности 


обратилась в ‚ кроме 


На и Ва 
тогда 
па?р == (п?х? — та?) УТ -- р», 
‘откуда 
п2а4 р? — (п?х? — та?)? (1 - р?); 
и поэтому 


п2х? — та? __ ау 
У и2а* — (п2х? — те?) ах 


р — 


Следовательно, меняя постоянные и увеличивая или 
уменьшая абсциссу х на заданную постоянную, бу- 
дем иметь такое общее уравнение упругой кривой 

Чу — (а Вх - 1^2) 4х 
ум аа’ 
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а? ах 


4$ —= 


из этих уравнений с очевидностью явствует совпа- 
дение найденной кривой с открытой уже ранее 
упругой кривой. 

5. Чтобы яснее и нагляднее представить это сов- 
падение, я исследую природу упругой кривой также 

и а рйо!. Хотя это уже 
было превосходно сделано 
ученейшим Яковом Бер- 
нулли, однако, пользуясь 
представившимся удобным 
случаем, я добавлю о 
свойствах упругих кри- 
вых и о различных их 
видах и формах немало 
такого, что другие иссле- 
_ дователи или пропустили 
или лишь слегка затронули. 

Пусть упругая пластинка АВ (черт. 24) в В з:- 
делана в твердую стену или пол так, что не только 
этот конец В крепко удерживается, но определено 
и положение касательной в В. В конце же А к пла- 
стинке прикреплен жесткий стержень АС, к которому 
по нормали приложена сила СО =Р, приводящая 
пластинку в изогнутое состояние ВМА. Продолжив 
эту прямую АС, примем ее за ось и положим АС = с; 
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пусть абсцисса АР —= х, ордината Р/М=у. Если бы 
пластинка внезапно потеряла в М всякую упругость 
и сделалась совершенно гибкой, то она была бы 
непременно согнута силой Р, причем сгибание про- 
изошло бы от момента силы Р, равного Р(е--х). 
Но это сгибание не происходит в действительности, 
так как ему препятствует то обстоятельство, что 
упругость пластинки в М находится в равновесии 
с моментом действующей силы Р(с--х). Упругость 
же зависит прежде всего от свойств вещества, из ко- 
торого состоит пластинка и которое я предполагаю 
повсюду одним и тем же, а затем зависит также 
от изгиба пластинки в точке /ЛМ, будучи обратно про- 
порциональной радиусу соприкасающегося круга 
в точке М. 


Пусть радиус соприкасающегося круга в М равен 
453 
К — даа, 
причем 
| 45 = ах? + ау? 
ЕЁ? 
и 4х постоянная; и пусть -в выражает упругую 


силу пластинки в М 11, находящуюся в равновесии 
с моментом действующей силы Р(е + х), так что 
Е  — Вах ау 
РС Хх) — = —_—_— 
( -- ) Ю $3 . 
Это уравнение после умножения на 4х интегрируется, 
и интегралом будет 


Рея У) = 


— БЕ?ау 


Иа: ау’ 
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откуда получается уравнение 


— Ра (Тех) 


у — — — а) 

и Езк* — Ра (53 + с«--У) 

вполне совпадающее с тем, которое я только что 
извлек из бернуллиева принципа при помощи метода 
максимумов и минимумов. 

6. Из сравнения этого уравнения с найденным ра- 
нее можно будет определить силу, которая требуется, 
чтобы сообщить пластинке заданный изгиб, ибо кри- 
визна содержится в найденном общем уравнении. 
Действительно, пусть упругая пластинка образует 
фигуру АМВ, природа которой выражается уравнением 
4у— сие ах , 

Ув — а“ + 129) 


и пусть ЕЁ? выражает абсолютную упругость этой 
пластинки (18], так что в каждом месте ЕЁ?, разделен- 
ное на радиус соприкасающегося круга, дает истинную 
упругую силу. Чтобы произвести сравнение, умно- 


БЕ? м. 
жим числителя и знаменателя на -— , так что будем 


а? ? 
иметь: 
9 -. о % 2 
Чу— ЕЁ ЕН 
И Ем аа 
Следовательно, - 

1 Е. __ ВЕ. __ Ва, 
—5 =— —, —Ре=-ы; — Р/—= а?’ 


- 42 
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— 2Е/А? 
откуда вытекает, что действующая сила Ср=т в, 
а 
промежуток АС = с =: и постоянная Д= 57° 


7. Итак, для того чтобы упругая пластинка АВ, 
одним концом В заделанная в стену, изогнулась 
в фигуру АМВ, природа которой выражается урав- 


нением 
(а -- Вх -- 1х2) ах 


УЕ 


необходимо, чтобы на эту пластинку действовала 
по направлению СДО, нормальному к оси АР, сила 
со== АС 6 - 

—=-—=_—, причем расстояние ерется рав 


В 


НЫМ ст если ‘ будет положительная величина, то 
. | 


Ду = 


‘ 


эта сила будет направлена в сторону, противопо- 
ложную показанной на чертеж?®. 


ЕЕЗ .: 
Так: как -р- Равносильно моменту действующей 


ЕР? 
силы, то выражение — будет однородно весу или 


.. ЕР? 
чистой силе; каковую силу —> поэтому можно будет 


узнать из упругости пластинки. Пусть эта сила 
равна Р, тогда сгибающая сила СО будет относиться 
к этой силе Р, как —21 к 1; ибо у будет отвле- 
ченное число. 

8. Отсюда, далее, МОЖНО определить силу, которая 
требуется, чтобы ‘удержать часть пластинки ВМ вее 
прежнем состоянии, если часть А/М будет совсем 
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отсечена. Действительно, пусть после отсечения этой 
части АМ упругая пластинка заканчивается жестким 
стержнем /МГ, совершенно не гнущимся, который 
так соединен с пластинкой, что постоянно воспро- 
изводит касательную в точке М, как бы ни изгиба- 
лась пластинка. При этом условии, как явствует 
из предыдущего, для сохранения изгиба ВМ тре- 
буется, чтобы на стержень МТ в точке № действо- 


—9 2 
вала по направлению МД сила, равная ——; при- 
) а? 


чем направление МД будет нормально к оси АР, и 


промежуток АС будет. равен г. Расстояние ММ ока- 


> 


жется равным 
45$ ор 4 В Е2х _@ 2%). 
ах _ ах 2 ах ’ 
а мы имеем: 
ИИ 
ах Ума 1 
Итак, если эту силу 
— рр 
мо 
а 
разложить на силу №МО@, нормальную к касательной 
МТ, и на тангенциальную силу М№МГ, то нормальная’ 
сила МО будет равна 
— 21 ах 
42 45’ 
а тангенциальная сила №Г будет равна 
— 2ЕА2у @у 
92 45° 
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9. Если же отсечь часть ВМ, оставив часть АМ, 
на которую, как и раньше, действует по направле- 


— 2Е Е? 


нию СРО сила, равная 2, То для сохранения 


изгиба АМ на конец М, который предполагается 
соединенным с жестким стержнем МЛ, направленным 
по касательной, должна будет действовать в точке № 


сила, также равная ——, но в 
направлении, противоположном м 


тому, которое мы нашли в предъ- 
идушем случае. Ибо всегда силы, 
приложенные к обоим концам изо- 
гнутой пластинки, должны взаим- 
но уничтожаться и, следовательно, 0 
быть равными и направленными в 
противоположные стороны. В про- Черт, 25. 
тивном случае вся пластинка при- 

шла бы в движение, для прекращения которого была 
бы нужна сила, устанавливающая равновесие между 
действующими силами. Отсюда, следовательно, очень 
легко можно определить силы, которые должны быть 
приложены к каждой части рассеченной пластинки, 
чтобы сохранить уже приданный ей изгиб. 

10. Пусть АМ (черт. 25) — изогнутая упругая пла- 
стинка, соединенная в А и М с жесткими стержнями 
АР и ММ, к которым приложены по взаимно про- 
тивоположным направлениям ОЕ и №Ю равные силы 
ОЕ и №Ю, находящиеся в равновесии и сообщающие 
пластинке изгиб АМ, для которого нужно найти 
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уравнение. Примем прежде всего за ось прямую АР, 
проходящую через точку А и нормальную к направ- 
лению действующей силы ЕЮ. Положим абсолютную 
упругость пластинки равной ЕЕ?, и пусть синус 
заданного угла САД, составляемого в А касатель- 
ной АД с осью, будет равен т, а косинус ра- 
вен й, причем полный синус равен единице, так что 
т? -- п?—=1. Назовем далее расстояние АС через с 
и сгибающую силу ОЕ = №Ю через Р; если теперь 
положить абсциссу АР —=х, ординату РМ==у, то 
природа кривой выразится таким уравнением: 


я — — Рак (уа+ек+/) 


У Ен (5-х +1) 


Но так как направление касательной в А, при 


ау _т. 
х=0, дано, то должно быть 1,==`, ; отсюда выте- 
кает 
т —Р/ т —Р/ 
— — А т — . 
п УБРА-Ру У! т Е 


Отсюда находится постоянная Г, а именно, 


— тЕЁ? 
= р — 


и таким образом определяется вся кривая. 
11. Итак, для придания пластинке АМ (черт. 26) 
изгиба, выражаемого предыдущим уравнением, нужно 
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[М 
к касательной АД в точке О, для которой АБ = г 


приложить силу ДЕ ==Р, направление которой па- 
раллельно ординатам РИ. 

Разложим эту силу ОЕ на две боковые Ра и РОУ, 
взаимно нормальные; сила О4 будет равна Ри и 
сила ОХ будет равна Рм. 

Чтобы теперь исклю- 
чилось из расчета рас- 
смотрение отрезка АД, 
можно вместо силы Ра 
подставить в данных точ- 
ках Ди В, взяв проме- 
жуток АВ —=й, две силы 
Аа =ри ВЬ—=4, также 
нормальные к стержню АВ, причем 


рё = Ри. Ва =иР(=—1} 


д—=р-—пР. 


Затем, так как безразлично, в какой точке стержня 
АР будет приложена тангенциальная сила О/—= тР, 
то приложим ее в самой точке А, полагая АР== тр, 
Пусть эта сила АР равна г, так что на пластинку 
МА действуют три силы: 


Аа = р, В —=д и АРЬЕ 


исследуем, какой изгиб будет ими вызван. 
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12. Прежде всего, так как ТР==7, то будет 


р 
Р=»., а это значение, будучи подставлено в предъ- 


идущие уравнения, даст 


рв—°. и Ч=р--”. 


п _@а-р. 
Отсюда оказывается — = ; из этого урав- 


нения, во-первых, становится известно положение 
оси АР; а именно, тангенс угла САО будет равен 


а и, следовательно, 
р 


т————— 
У (9—2 


й — АР. 
У +9 — р 


Затем из уравнения 


т т МИР 
получается 
— пла 
=", 
ИЛИ 
с = НИИ ИНН 
У 12+ (9—2 
И 
Р=У- 9—2}. 
А так как 


= ЕЮ _ _— Е 
_ РР м (1—2)*’ 
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то 


1 2 — ПИК. ОИ ___ Е" 
рожу = уе А (р 


откуда для искомой кривой получится такое урав- 
нение: 


РЁ» 1 а 
—_ы_ы вах —-—- Ут — р)? 
“бттее- 2 + ") 
Увы —мх- Уйти) 
(УТ — р)? 2 


Это уравнение более всего соответствует самому 
обычному случаю изгибания пластинок, когда. они 
закватываются щипцами или двумя пальцами, из ко- 
торых один давит на пластинку в направлении Да, 
другой в направлении Вё, причем кроме этих двух 
сил пластинка может еще быть подвержена вытяги- 
ванию в направлении АР. 

13. Если тангенциальная сила АР=Р исчезнет, то 
ось АР совпадет с самой продолженной касательной 
АЕ, и тогда будет 


4х (мк + а-рм) 


у =**- (4х + > (4—2) я) 


ду = 


Если же нормальные силы р и 4 окажутся рав- 
ными между собой, ‘то ‘ось АР будет нормальна 
к касательной АЁР вследствие равенства п —=0, и 
30 л. Эйлер. 
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тогда для кривой получится такое уравнение: 


ах (в — чх— та) 


Ду == О О . 
И 2 (9х + га ) — (паху ия } 


Если здесь кроме того будет г= 0, так что на 
пластинку в точках А и В давят равные, но проти- 
воположные силы Аа и Вб, то природа кривой вы- 
разится таким уравнением: 


__ ах(Е®— 19) _ 
У а СЕЁх — №ах9’ 


которое после интегрирования дает 
= и 2ЕЁах — пала. ы 
йа ’ 


а это — уравнение окружности, и следовательно 


в рассматриваемом случае пластинка изгибается в дугу 


ЕЁ? 
окружности, радиус которой будет равен та 


ПЕРЕЧЕНЬ УПРУГИХ КРИВЫХ 


14. Так как мы видим, что в классе упругих кри- 
вых содержится не только окружность, но среди них 
имеет место бесконечное разнообразие, то будет 
уместно вывести здесь перечень всех различных ви- 
дов, заключающихся в этом роде кривых. 

Таким образом мы не только глубже увидим свой- 
ства этих кривых, но и получим возможность в каж- 
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дом представившемся случае по одной форме судить, 
к какому виду должна быть отнесена образованная 
кривая. 

Это различие видов мы здесь установим тем же 
способом, каким обыкновенно перечисляются виды 
алгебраических кривых данного порядка. ` 

15. Если перенести начало абсцисс по направле- 


аз 
нию оси на промежуток 5 И вместо писать а2, т. е. 
положить ‘) =1, то общее уравнение упругих кривых 
(а-- Вх -- 1х2) ах 


у= що ЩщАко 
"умер 
примет следующую более простую форму: 

ду—_@ а 
| Уз — а м 
А так как 

а* — (@-- ^?)? = (42 —а— 4?) (а? + а-- х*), 
то положив 42— &=—с?, так что 
а — а? — с*, 


придадим уравнению такую форму: 
(а? — с -- х2) ах 


ао. 
7 У (2—2) 28 —е@-л 


Пусть это уравнение выражает природу кривой 
АМС (черт. 27), для которой положена абсцисса 
АР=х и ордината РМ == у. 

Так как В =0, то направление силы, изгибающей 
упругую пластинку, будет нормально к оси АР в 
30* 


463 ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


самой точке А, и поэтому АД будет представлять 
направление действующей силы; сама же эта сила 


2ЕЕа 
будет равна —я› Где ЕЁ? выражает абсолютную 


упругость. 
16. Если положить 
х —=0, то 
Чу __ а2—с? . 
ах су — с?’ 
это выражение дает тан- 
генс угла, составляемого 
кривой АМ в точке А с 


осью ДР; синус этого 
2 — 62 
угла будет равен —5—. 


Поэтому если окажется 
а? = со, то пластинка в 
точке Д будет нормальна 
к оси АР и не будет иметь никакого изгиба, так как 


Черт. 27. 


. 2 ЕЁ? 
изгибающая сила я исчезает. 


Итак, в случае а = со получается естественная 
фигура пластинки, т. е. прямая линия; она, следова- 
тельно, дает первый вид упругих кривых, который 
будет представлять прямая АВ, бесконечно продолжен- 
ная в обе стороны. 

17. Прежде чем перечислять остальные виды, полез- 
но будет сделать некоторые замечания о фарме упру- 
гой ‘кривой вообще. Понятно, что угол РАМ, состав- 
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ляемый кривой в А с осью АР, будет уменьшаться 
по мере того, как будет делаться меньше величина 47, 


Е? 
т. е, по мере возрастания изгибающей силы —, 


и если а? сделается равным С°, то ось АР сама будет 
касаться кривой в точке А. Если же будет а? < с?, 
то кривая АМ, которая до сих пор шла вниз, теперь 
станет поворачиваться вверх до тех пор, пока не ока- 


1 
жется а? = 5. с, в каковом случае касательная к кривой 


1 
совпадет с прямой АЙ. А если окажется < - с, 


то угол РАМ станет мнимым, так что в А не будет 
совсем части кривой; эти различные случаи и охватят 
все разнообразие видов. 

18. Так как уравнение не изменяет своей формы, 
если обе координаты х и у положить отрицательными, 
то понятно, что кривая имеет около точки А подоб- 
ные и равные ветви АМС и Атс, симметрично 
расположенные, так что в А находится точка перегиба; 
отсюда следует, что если известна часть кривой АМС, 
то вместе с тем будет известно и ее продолжение Атс 
за точкой А, как подобное и равное ей. Так, если 
взять Ар —= АР, то будет также рт = РМ. Удаляясь 
от 4, кривая с обеих сторон все бодьше отклоняется 
от оси до тех пор, пока при абсциссе, равной АЁ ==с, 
ордината ЕС не станет касательной к кривой; иба 


ау 
при х==с оказывается —= == со. Очевидно, что абс- 


ах 
ау 
цисса х не может превысить АЕ==С; иначе. стало 


470 ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


бы мнимым; поэтому вся кривая будет заключаться меж- 
ду крайними ординатами ЕС иеси за эти границы выйти 
не может, Итак, мы вообще знаем обе ветви кривой 
АС и Ас на протяжении от точки А в обе стороны 
до границ. 

19. Посмотрим же как будет итти кривая дальше 
за Сис. Для этого примем за ось прямую Ср, 
параллельную АЁ, и возьмем такие новые координаты: 
СО =$ ОМ == и; тогда будет 


Ех АБ == СР==с 


и 
у-- и= СЕ = АР==6; 

откуда 

х—=с— 
И 

уе — и, 
или 

ду = —- 4и. 


Если подставить эти значения, то для кривой полу- 
чится уравнение между координатами СО=Ёи ОМ=и, 
и оно будет слелующим;: 


р (28 —26#-- в) а 
ие п басы 


Отсюда прежде всего явствует, что если взять # беско- 
нечно малым, то окажется 
а? 
ди —= ба ‚. 
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и поэтому 


а это уравнение показывает, что кривая за точкой С 
таким же образом идет по направлению к М, каки 
из Ск ИМ. А двузначность корня в знаменателе 
уравнения ясно говорит о том, что ордината и может 
быть взята одинаково положительной и отрицательной: 
откуда очевидно, что прямая СО есть диаметр кривой, 
и следовательно, дуга С№В подобна и равна дуге СМА. 

20. Подобным же образом прямая с@, проведенная 
с другой стороны параллельно оси АЕ через с, будет 
диаметром кривой, потому что ветвь Асб подобна и 
равна ветви АСВ. Следовательно, в В и ® будут 
точки перегиба, точно так же, как в 4; вследствие 
чего кривая подобным образом пойдет и дальше. 

Итак, кривая будет иметь бесконечное множество 
диаметров СДО, с@ и т. д.,. отстоящих один от 
другого на один и тот же промежуток О& и парал- 
лельных между собой; поэтому кривая будет состоять 
из бесконечного множества взаимно подобных и рав- 
ных частей; и следовательно, мы узнаем всю кривую, 
если рассмотрим только одну часть АМС. 

21. Так как в А имеется точка перегиба, то там 
радиус соприкасающегося круга будет бесконечно 
велик, как это явствует из самой природы кривой. 
Действительно, так как на кривую в точке А дей- 


2ЕА? 
ствует в направлении АД сила, равная —з^, ТО в 
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любом месте М, если положить там радиус сопри- 
касающегося круга равным А, согласно свойству 
упругости будет 

22 Е 


а ”= р, 
откуда получается 


Следовательно, в точке А радиус соприкасаю- 
щегося круга бесконечно велик; в точках же С и с, 
вследствие равенств АЕ = Ае == с, радиус соприкасаю- 


а? 
щегося круга будет равен 5; значит, в этих ме- 


стах, наиболее удаленных от прямой ВАф, кривизна 
наибольшая. . 

29. Нри этом, хотя для точки С и известна 
абсцисса АЁ==е, однако, расстояние ЕС может 
быть определено только посредством интегрирования 


уравнения 
(а? — с? - х?) ах 


И (3 — 2) (2а — ел) 


Действительно, если после интегрирогания поло- 
жигь х==с, то значение у даст расстояние СЁ, ко- 
торое, будучи удвоено, покажет расстояние АВ, или 
промежуток Ра, лежащий между диаметрами: 

Подобным же образом понадобится интегрирова- 
ние для опрелеления длины изогнутой пластинки АС. 
Действительно, ‘полагая дугу АМ==5, имеем: 

'а2ах 


09— ————_——_—иоиоио 
И (2 — 4) 2а— се хэ ' 
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и интеграл этого выражения при подстановке. Х == 
даст длину кривой АС. 

23. Но так как эти формулы не допускают инте- 
грирования, то постараемся посредством приближе- 
ния удобно выразить значения промежутка АД и дуги 
кривой АС. Положим с этой целью Ус — 2—2; 
тогда будет 
(а? — 22) ах 


РМ = | ея Убя— я 


| о 
АМ | 
| 2 И2а:— 2:' 


Н › мы имеем ряд 


1 22 1.3 24 
(' та ине — —ыыы Ф —— 


рая а р 4.8 а 


35 26 
Нара .); 


откуда получится 


(и авы" +... 


4.8 2 ' 48.12 а 


НИ ‚2.13.8 


4 %® а5 


132 =”) 


4.8.12 а 


24. А так как эти интегралы нужны нам только 
для случая х=е, причем 2 обращается в нуль, то 
их легко можно будет выразить при помощи окруж- 
ности круга. Ноложив отношение диаметра к окруж- 
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ности равным 1:п, будем иметь 


у" 


ах __ ах г 
„=| Изя 2’ 
‘если принять после интегрирования х==с. 

Равным образом определятся и следующие инте- 
гралы, так что будет 


| зах = стей 
1.3 т 
р 
|: 4х — 5-4 5 С°, 
1.3.5 т 
5 "99. „6 
| 4 = 54.6 С, 
1.3.5. , 


И т. Д. . 
Воспользовавшись помощью этих интегралов, бу- 
дем иметь 


/ 1.1.3.3 54 
АС=— — ох ) 
5 7. + 292 2.2.4.4 а ) 


АС— АР— 


= (=. 1.3 < | 13.3: 5. 56 ) 
ут 22 Г 2.4 404 | 2.4.4.6 808 '°`/` 
Отсюда находятся слелуюие значения АД и АС: 


12.38 сз 
АС ый 
22 а 22.42 ‘дн Р 
12.22.52 06 
Нева "`` )*. 
АБ —-7 (1—5 3.0 15, 2 
`` 272 


99.42.69 5 38а6 
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Итак, если дано АЕ =с и А)==ф, то из этих 
уравнений определится и постоянный отрезок а 
и длина кривой АС. 

И обратно, из данной длины кривой АС и отрезка а, 
которым определяется изгибающая сила, можно бу- 
дет найги отрезки АД и СО. 


ПЕРВЫЙ ВИД 
25. Так как мы установили первый вид для слу- 
чая, когда в общем уравнении 
(42 — с? -|- х2) ах 


[и] — 
уе ва-а+аз 


й 
будет с==0, или с =00, причем получается ли- 


ния, представляющая естественное состояние упру- 
гой пластинки, то к этому же первому виду отне- 
сем также те случаи, когда с величина весьма ма- 
лая, так что по сравнению с а может считаться 
исчезающей. Так как х не может превосходить с, 
то и х будет исчезающим перед а, и. поэтому по- 
лучится уравнение 
аах 


а = —_—_— 
7 И? (#2—ж)’ 
интеграл которого есть 


у = ы атс 
У”. с’ 


а это — уравнение трохоиды, продолженной до бес- 
конечности. 
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< При этом будет 


Аб = 
22’ 


а сама длина кривой бесконечно мало отличается 
от этого выражения, потому что угол ДАМ беско- 
нечно мал. Пусть длина пластинки АСВ равна 2 
а ее абсолютная упругость равна ЕА?; тогда, вслед- 


. па 
ствие равенства * 1= —— , 

2у2 
требующаяся для сообщения пластинке этого беско- 
нечно малого изгиба, будет конечной величины, 


оказывается, что ‘сила, 


ЕЕ? га 
а именно ‘Ч. Значит, если концы Ди В свя- 
заны нитью АВ, то эта нить должна будет стяги- 
_„ 02 12 
ваться силой —.—. 
р 4 
| ВТОРОЙ ВИД 


26. Второй вид пусть составляет тот случай, когда 
с>0, но все же с<а, т.е. когда с содержится 
межлу пределами 0 и а. 

В этих случаях угол ДАМ будет меньше прямого, 
ибо синус угла РАМ, или косинус угла ДАМ, ра- 


а2—с! 
вен —_. В этом случае форма кривой линии бу- 
дет приблизительно такова, как представлено на 


черт. 27. Так как с< а, то будет 


© „| 
5 < 5, 
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а так. как >> 0, то непременно будет 
па 
16 =7> уд: 
ЗЕ 
откуда 


а? < 8Л, 


п 
поэтому сила, с которой притягиваются друг к другу 
концы пластинки Аи В при помощи нити АВ, будет 
больше, чем в предыдущем случае, т.е. больше, чем 

7’. 

ТРЕТИЙ ВИД 
27. В третий вид я включаю единственный слу- 
чай, когда с=а, потому что в этом случае ось АР 
касается кривой в точке А; этот вид получил особое 

название прямоугольной упругой кривой. Здесь - 


4х 
РМ — Я“ _ 
У У а! — К! 
и 
5 — _ а ах _ 
уа=я’ 
в этом случае АБ и `АС булут таковы: 
12.52 1 
АС ==} —= — .— .— 
—/= хуя (1 + 23.43 г. 
в. а п 
4.6 8 ...), 
. 2 р. 
АБ== — (Е 13.32 ..5 
2у2 28 1.2 02.42 3.4 


чарренииь — фуиниирниинийшининю — Ф сечении ИЕН 


12.32.58 7. ) 
2.42.6? 5.8 "' 
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Хотя. отсюда нельзя точно определить через а 
ни ф ни } однако, в другом месте я доказал, что 
между этими величинами существует замечательное 
соотношение. А именно, я ятоказал, что 
467 == та?, 


т. е. прямоугольник, образованный из АД и АС, бу- 
дет равен площади круга, диаметр которого равен АБ. 
Сделав же расчет, найдем приблизительно 


так что 


отсюда вытекает, что сила, с которой должны при- 
тягиваться друг к другу концы пластинки 4 и В, бу- 
дет равна 


Е 25 2 
а ‘72" 
С большим приближением находим 
ка 
— —.1,1803206, 
7—5 ИЗ 
__ па? 
— == 1, 1803206, 
—4/ 2 
откуда ‘в чистых числах улет 


Л —1 311006 и -2. —0,834612. 
а а 


и отсюда 
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ЧЕТВЕРТЫЙ ВИД 

28. Если с а, получится четвертый вид, кото- 
рый будет иметь место до тех пор, пока не ста- 
нет Ар —=р=—=0; второй предел с выразится из урав- 

нения | 

12 3 2 12.32. с 12.32.52 7 8 

= т `За Рэпа" 3 ав 5 ва м 
Так как в этом случае с`> а, то кривая в точке А 
будет подниматься над осью АЕ (черт. 28) и со- 


ставит угол РАМ, синус ко- 
[с "в, 
торого будет равен * ; 


вскоре мы увидим, Что этот 
угол меньше 40° 41', по- . 
тому что если он приобре- 
тает эту величину, то про-, 
межуток АД исчезает, а этот 
случай я отношу к пятому 
виду. Отсюда вытекает, что 
в четвертом виде содержатся 


62 
случаи, когда = заключено 


между пределами \1 и 
1.651868. Какова форма 
этих кривых, понятно из чертежа; нужно только за- 


са 
метить, что чем ближе -з подойдет ко второму преде- 


лу 1,651868, тем меньше будет промежуток АД и 
тем . ближе приводятся друг к другу концы пластинки 
Аи В. 
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Следовательно, может случиться, что горбовины 
пластинки Ш и ^, а также М и г, не только сопри- 
коснутся, но даже пересекутся, и такие пересечения 
будут повторяться до бесконечности, до тех пор пока 
все диаметры ДОС, 4с не совпадут и не сольются 
с осью АБ. 


Ра 


ПЯТЫЙ ВИД 


29. Если это произойдет, то получится пятый вид 
(черт. 29), природа которого выразится следующим 


М 


Черт. 29. 


уравнением между координатами АР==х и РМ==у: 
Ч — (22 — а? — х?) ах 
И (2 — 22) (29 — еж’ 


причем между а и с имеется такое соотношение, при 


2 
28°’ 
тогда о должно определиться из такого бесконечного 
уравнения 


котором промежуток АР = р —=0. Положим 


1.1.3.3.5.7 
3 
о а ч.66 +... 
 щьь, а, методами, к каким кто привык, 
или хотя бы посредством проб, пределы, межлу ко- 
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торыми содержится истинное значение 9; получатся 
такие пределы: . 


9 = 0,824 и 9—0.828. 


Если теперь каждый из них подставить в уравне- 
ние, то из двух получающихся ошибок мы наконец 
заключим, что © будет равно . 


2. 


отсюда получается - 


= 1,651868 и “0.651868; 


а? 


так как последнее вы- 
ражениё есть синус 
угла РАМ, то из таб- 
лиц найдем, что этот 
угол равен 40941"; сле- 
довательно, удвоенный 
угол или угол МАМ, 
будет равен 81982'. 


ШЕСТОЙ ВИД. 


30. Если оба конца 
пластинки Аи В, пос- 
ле того как они будут 
сведены вместе, вслед- ‹ Черт. 30. 
ствие увеличения силы . 
отойдут друг от друга в противоположные стороны, 
то получится кривая формы АМСМВ (черт. 30), ко- 
81 л. Эйлер. 
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торая составляет шестой вид. Итак, для кривых,: бт» 
носящихся к этому виду, будет 


52, > 0,825934, 


о с 
< тем, однако, условием, чтобы было 5 < 1. 


Если же с? == 242, то получится седьмой вид. кото- 
рый мы рассмотрим дальше, Итак, у этих кривых 
угол РАМ, составляемый кривой с осью, будет 
больше 40541', но меньше прямого; действительно, 
8 — а? 

` а? 
равенства с2?< 24? этот синус непременно меньше 
полного синуса, и следовательно угол РАМ не мо- 
жет стать прямым, пока не положим с? = 3а2. 


так как его синус равен то вследствие не. 


СЕДЬМОЙ ВИД 


31. Пусть теперь ` 
у с2 = 222, 


в таком случае получается седьмой вид, и ‘природа 
кривой выразится таким уравнением: 


Чу— (22 хах. 

х И2а? - 42 
из него мы выводим, что ветви кривой Аи В 
(черт. 31) простираются в бесконечность, так что 
прямая АВ оказывается асимптотой кривой. Итак, 
каждая из ветвей АМ2 и ВМС будет бэсконечна, 
как это понятно из ряда, найденного выше для 
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дуги АС; действительно, будем иметь: 


Ас рут (1+ ана жаы 


09.42 ' 99.49.62 

а сумма этого ряда бесконечно велика. Поэтому, 
если длина пластинки АС будет конечна и равна /, 
то необходимо, чтобы было. 
а=0, а отсюда также и 
Ср = с = 0; следовательно, 
в этом случае пластинка, после 
того как она. будет согнута 
в узел, снова растянется по 
прямой, для какового растяже- 
ния нужна будет бесконечно 
большая сила. Если же пла- 
стинка будет бесконечно длин- 
ная, то она образует кривую 
с узлом, стремящуюся к асим- Черт. 31. 

птоте АВ, причем СО=с. 

Уравнение же этой кривой можно проинтегрирозать 
при помощи логарифмов; тогда получится 


с си -мю 
у = И — 2 — Ее х, 


В 


при этом надо брать абсциссы на самом диаметре ОС, 
так что будет ДО—=х и ОМ==у; действительно, 
ордината у исчезает, если положить х=СР = с. 
В узловой точке О ордината у точно так же исче- 
зает: для нахождения ‘этого места положим 
зуа-я_с+уа= 
(М Хх 
1* 
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х 
Пусть ф будет угол, косинус которого равен =, 


У — ха 


а синус равен ————; тогда будет 


от (45° 54$), 


причем логарифм нужно взять гиперболический; если 
нет таблиц этого рода, то возьмем из обыкновенных 


таблиц логарифм тангенса угла 459 -- 5 и отни- 


мем от его характеристики десяток; пусть остаток 
равен ®; тогда будет 
2 3тф==о.2,30258509; 


взяв снова обыкновенные логарифмы, будем иметь: 


12 -- 13тф = [ю -— 0,3622156886, 
ИЛИ | 
[т ф = -+ 0,0611856980. 


Прибегая к этому приему, мы быстро получим 
близкое-к истинному значение угла ф, откуда далее 
по правилу ложного положения определится истин- 
ное значение угла $, а из него абсцисса х=роО. 

Таким образом мы находим, что угол 

о = 78914119", 
откуда получается 


= =0,2884191 


Ни 0,9575042: 
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угол же ООМ оказывается равным 
246 — 90° = 56° 28'24" 
и поэтому угол . 
МОМ == 112956'48". 


- Следовательно, так как в пятом виде угол узла 
был 81922’, в шестом виде угол узла МОМ будет 
заключаться между пределами 81522 и 1125956'48". 
В четвертом же виде, если будет иметься узел, то 
его угол будет меньше 81927". 


ВОСЬМОЙ ВИД 


32. Пусть теперь с? `> 242, например 


С? — 29а? - 272 , 
уравнением кривой (черт. 32), вследствие равенства 
са — о? 
42 —- сё , 


р | 
удет ие 


— уя=ям-я 


это уравнение содержит восьмой вид, и здесь, если 
прямая 4Оа будет представлять направлёние. дей- 
ствующей силы, будет х=рО и у== ОМ. Итак, 
ясно, во-первых, что ордината у`не может быть ве- 
‘щественной, если не будет х`> 5; затем, х’ не мо- 
жет превзойти отрезок ОС==с, откуда видно, что 
`если взять ОР==, то вся кривая будет заключатБся 
‘между параллельными 44 и проходящими через.точки С 


ау 


5- 
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и Р прямыми, которые вместе с тем будут касаться 
кривой. | 
При этом безразлично, какой из отрезков си я 
больше, лишь бы они были нерав- 
ными; ибо уравнение не изме- 
няется, если отрезки с и 5 поме- 
няются местами. Затем эта кривая 
будет иметь бесконечное множе- 
ство параллельных между собой 
диаметров ОС, 4с, @4с, которые 
будут диаметрами также для п;я- 
° мых, проходящих через отдельные 
точки С и Н, нормально к 4Д)а; 
при этом нигде на всей кривой 
не будет точки перегиба, и по- 
этому она с непрерывной кривиз- 
ной уходит в бесконечность на 
Черт, 32. обе стороны, как показывает чер- 
теж; углы же МОМ, образуемые 

в узлах, будут больше 112956'42". 


ДЕВЯТЫЙ ВИД 


33. Так как в последнем виде содержатся не только 
те случаи, в которых 42<с?, но и те, в которых 
8? > 6", то остается еще единственный случай, в ко- 
тором с =1, т.е. когда вся кривая, вследствие ра- 
венства СР=—=0, сжимается в исчезающе малое про- 
странство. Если же мы положнм оба отрезка си г 
бесконечно большими, с тем, однако, условием, чтобы 
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их разность была конечной, то кривая будет ‘зани- 
мать конечнае пространство. Тогда, чтобы найти ее, 
положим 

2—=с-—2 и х=е—й Е, 


‘так как с==<, а Йй и & конечные величины, то 
будет т 
о | 1 

5 с? —|- = — 26й 


1 1 
2—8. 0—9. 
| 5 — ус 5 8° = 2Сг; 
а затем .. 
62 — х? = 96 (й--В 
и. 
х? — 22 ==26(й —В), 
откуда получится уравнение: 
Ра 
ау = , 
У У — а 


.® 


выражающее окружность. Следовательно, в этом слу- 
чае упругая пластинка изгибается в окружность, как 
мы уже отметили выше, Итак, окружность составит 
девятый и последний вид. | 

34. Перечислив эти виды, легко будет в. любом 
встретившемся случае указать, к какому виду при- 
надлежит образовав'иаяся кривая. Пусть упругая пла- 
стинка в точке С (черт, 33) заделана в стену, ак 
концу А привешен груз Р, который изгибает. нла- 
стинку в форму СА; Проведем касательную . АТ; 
от угла ТАР будет зависеть все суждение: Вели этот 
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угол будет острый, то мы отнесем кривую ко вто- 
рому виду; если прямой, то к третьему, и тогда бу- 
дем иметь прямоугольную упругую линию; если угол 
ТАР будет тупой, но меньше, чем 130941', то кри- 
вая будет принадлежать к четвертому виду, к пя- 
тому — если угол ГАР будет равен 130241'; если же 
угол ГАР будет больше, то кривая будет относиться 
к шестому виду. Она принадлежала бы к седьмому 
виду, если бы этот угол оказался равным двум пря- 
т мым, но этого никогда не мо- 
жет быть. Следовательно, этот 
вид, с двумя следующими, не 
6 может быть создан привешива- 
нием груза непосредственно к 
пластинке. 

о 35, Поэтому, чтобы обнару- 
р ‚жить, каким образом изгибая пла- 
Черт, 33. стинку можно создать остальные 
виды, привесим груз Р вне не- 
посредственно к пластинке, укрепленной в В, а к 
жесткому стержню АС (черт. 24), накрепко связанному 
с концом пластинки А, так что груз, находясь в С, 

‘будет тянуть по направлению СО. 

Пусть промежуток АС равен №, абсолютная упру- 
гость пластинки равна ВА? и` синус угла МАР, со- 
ставляемого пластинкой в „А с горизонталью, ра- 
вен 1. Если при этих условиях положить абсциссу 
РТ==# и ординату РМ = у, то ‘найдем ` для кривой 
такое уравнение: 
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а ( те — Ри — 5. РВ). 
О О пня И ® 
`Ивн-( (пЕв — РИ. РН) 


Чтобы привести его к`форме, которой мы пользо- 
вались, устанавливая разграничение видов, положим: 


_СР=х=Й -- 


тогда будем иметь уразение: . 


ах ( тЕ® -- ти Роз} 


| ] з’ 
® — 8 — —_ р. 
ть т. В -- | РЕ . Рлз) 


которое, будучи и с формой 
4х (а? — с? -- Хх?) 


фу = ———_и, 
7 У (с? — х?) (242 — с -- х?) 
ИЛИ 
9 — 2 р 
ду— Ах (а с? -|-- х?) 
Им — (28 — с 2) 
даст | . 
> Ра? = ВА, 
ИЛИ и 
о. а — 2 БЕЗ 
РР 
и р 
5 Ре — 1 ра т ВЫ Ри; 
следовательно, | 
| 2 се 12. -. 
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36. Итак, кривая будет. принадлежать ко второму 
виду, если ЗУет, 


ИЛИ 


следовательно, если угол РАМ не будэт отрицатель- 
ным, то сила Р должна быть отрицательной, и стержень 
в с должен испытывать давление вверх. К третьему 
виду изгиб будет принадлежать, есла 


— 3’ 
Р— 2тЕЁ 
12 


Четвертый вид получится, если будет 
2тЕЁ? -- РА?`> 0, 
а вместе с тем 
2т ЕЕ? -- Ру? < 24 БЕ?, 


. где да—0,651868. 
Если будет 
р— 2 (1 — т) Е 
' й2 во 
тогда кривая будет принадлежать к пятому виду. 
Если же будет | 
„РР > 2 (а— т) В№, 
а вместе с тем 
- РР? < 2(1 — т) ЕЕ, Пс. 


то кривую нужное ‘отнести к шестому виду. 
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Седьмой вид произойдет, если 
_  РА=2 (1 — т) ЕЁ. 
Восьмой же получится, если 
| РЁ?`>2 (1 — т) ЕЁ?; 
поэтому, если угол РАМ будет прямой, то, вслед- 
ствие равенства 1 — м =0, кривая всегдя будет при- 


надлежать к восьмому виду. Наконец, девятый вид воз- 
никнет, если будет # = со, как я уже отметил выше. 


` 


О СИЛЕ КОЛОНН 


37. То, что выше отмечено о первом виде, может 
послужить для суждения 0 силе колонн. Пусть. АВ 
(черт. 34) — колонна, установленная 
вертикально на основании А и несущая 
груз Р. Если колонна установлена так, 
что она упасть не может, то со сто- 
роны груза Р, если он будет слишком _ 
велик, можно опасаться только изгиба 
колонны; в этом случае, . следователь- 
но, можно будет рассматривать колон- 
ну, как обладаюшую упругостью. Итак, 
пусть абсолютная упругость колонны 
равна ЕК?, а ее высота = Черт. 34. 


АВ—=2/= а; 


выше, в $ 25, мы видели, что сила, требующаяся 
дла самого малого наклонения этой колонны, равна 
да ЕР до 


зто == а". 


Г. 
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Следовательно, если груз Р не будет превы- 


677 
шать В —я› ТО можно будет не опасаться никакого 


решительно изгиба; наоборот, если груз Р будет 
больше, то колонна не сможет сопротивляться изгибу. 
При этом, если упругость колонны, а также ее 
толщина, остается одинаковой, то груз, который 
она способна безопасно нести, будет обратно про- 
порционален квалрату высоты колонны; так что ко- 
лонна, вдвое более высокая, сможет нести лишь 
четвертую часть груза. | 
- Все это можно использовать преимущественно 
в отношении деревянных колонн, как подверженных 
изгибу. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ АБСОЛЮТНОЙ УПРУГОСТИ 
ПОСРЕДСТВОМ `ОПЫТОВ 
38. Для того, чтобы можно было а рИоп опреде- 
лить силу и изгиб любой. упругой. пластинки, не- 
обходимо, чтобы была 
известна. ее абсолют- 
ная упругость, которую 
мы до сих. пор вырз- 
— жали через ЕЕ?; а это 
мы легко получим из 
одного только опыта. 
Укреним однородную 
упругую пластинку РН 
_^ (черт. 35), абсолют-. 


ную упругость которой` нужно ‘найти, одним концом 
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Г в твердой стене СК, так, чтобы она заняла 
горизонтальное положение ЕН; здесь естественной 
тяжестью можно пренебречь. К другому концу Н при- 
весим произвольне взятый груз Р, который изогнет 
пластинку в состояние АР. Пусть длина пластинки 
АЕР==НЕ==}, горизонтальная прямая АС = # и вер- 
тикальная СР=й; все эти значения будуг известны 
из опыта. Сравним теперь эту кривую с общим 
уравнением | 


(с? -— а? — д?) 4х 


ЕЕ 


если в нем определить а и с через Х, #, №, то изги- 


2Е Е? 
бающая сила Р будет равна -я; а Поэтому абсо- 
-лютная упругость 
Е Е? = 1 Ра?. 
2 
39. Так `как касательная в Е.  горизонтальна, то 
здесь будет тй — 0 и поэтому х = ия: с — ай, Отсюда, 
‘следовательно, будет 
Аб =# = с — а? 
92 = 62 — 52, 
а поэтому 
Чу= (22 — х?) ах | 
У (*— 7” (2—2 -- ха)’ 
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если же положить здесь х = ©, то должно будет по- 
лучиться у= СР=й, или 5 = АР=} а мы имеем: 
‘8 — 22) ах _ 
$ — ( 8“ 


Если теперь взять груз Р настолько малым, что 
пластинка лишь слегка изогнетси, то с будег вели- 
чина очень больш. я, и поэтому будем иметь при- 


ближенно: 
1 


1 — — 
(40.20 2:8— +4) 2— 
У {< - 42) (68 — 462 + ХЗ) ив тая) 

р - 
ага о 2.6’ 


и следовательно, после интегрирования будем также 
иметь приближенно:' | 


О-о во @-аеи, ен 
| ра 366 + 1068 


сах Хх 243 6 № хз, 2248. 
= = --8- 52 к ЦЕХ я 


4 368 1 1066 368 — 31 568  *1166° 


Пусть ‘теперь х == ©; тогда получится` 


__ 378 г 
1=8— З0с& 
и 
223 , 293 
В — — 32? + Зс1 * 


Отсюда, если воспользоваться отрезком прямой 
Ея =—й, находим 


223 
*— 
= 
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02 — 88% — ЗЕ) 
3’ 


откуда и получается абсолютная упругость 
БА? — Ра? (28—31). 
6й ? 
это значение ‘будет едва заметно отличаться от 
истинного, лишь бы только пластинке был сообщен 
не слишком большой изгиб. 

40. Эта абсолютная упругость `ЕА? зависит, во- 
первых, от приролы вещества, из которого изготов- 
лена пластинка поэтому принято г. ворить, что одно 
вещество в большей, а другое в ‘меньшей степени 
обладает возбудителем упругости. Во-вторых, она 
так зависит от ширины пластинки, что выражение 
ЕЕ? везде должно быть пропорционально ширине 
пластинки, если остальные условия равны. 

В-третьих же, весьма большое значение для опре- 
деления ЕЁ? имеет толщина пластинки, которая, по- 
видимому, влияет таким образом, что ЕЁ? пропор- 
ционально квадрату толщины. 

В общем, следовательно, выражение Ед? будет 
иметь соразмерность, составленную из соразмерности 
возбудителя упругости, свойственного веществу пла- 
стинки, про той ширины пластинки и возведенной 
в квадрат толщины пластинки. Олеюда можно будет 
посредством опытов, позволяющих измерять щирину 
и толщину, сравнивать между собой и определять 
упругости всех веществ. 
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ОБ ИЗГИБЕ НЕОДНОРОДНОЙ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ 

41. Если до сих пор я предполагал абсолютную 
упругость БА? постоянной по всей длине пластинки, 
изгиб которой я определял, то тем же. методом мож- 
но будет достигнуть решения и в том случае, когда 
величину ЕА? положим как-нибудь изменяющейся, 
т. е. если абсолютная упругость будет» пропорцио- 
нальна некоторой функции части пластинки АМ. 
Пусть эта функция будет $, причем полагаем дугу 
АМ —=$ и радиус соприкасающегося круга в М рав- 
ным А; кривая АМ, в которую изгибается пластинка, 
будет такова, что для нее г среди всех других 
кривых той же длины будет минимумом. 

Этот случай, следовательно, решится по второй 
общей формуле. Пусть будет 


ау = рах, ар=аах и 45 = Т4$5, 


и среди всех кривых, для которых | ах ИТ-ЕР 
имеет одну и ту же величину, нужно будет опреде- 
А $92ах 
лить ту, для которой интеграл | 1 „5:5 достигнул 
бы минимума. Первая формула 
| 4х ИТ-Е р? 
* . 
дает для диференциальной формулы выражение: 
Та. 
ах Ут р 
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Вторая же 
$92ах 
(1-Е 22)3:2 
при сравнении с | 2ах даст 


— 542 
— Ч рзв:2' 


Следовательно, так как у нас положено 


42 =ГаП-- Мах-- Мау-- Рар-+- 0944, 


у 


П= \ [2] 4х 
и | 
4 [2] = [М] ах -- [М] ау -|- [Р] ар, 
то будет 
27 45 
Ра — раз 
откуда 


т 


ГПБ, аП = 45 =а4ху1 ТЕ рр, 


и поэтому 


[2] =и1 —- р, [М] =0, [№] =0 и [2] = р 


УТ р. 
Затем имеем: 


М—==0, №М== 0, Р— — 5592р ар 254 


(1 -Е р?)':2 ы “=п -- рав: , 


так что 
4? а$ 


32 Л. Эйлер. 
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42. Возьмем теперь интеграл 
2Тах " 1245 
Гах = | -9 = | ^^, 
| | рт :2 = | (1-Е 92} 
и пусть при х==а его значение будет Н, причем 
рассмотрение постоянной а скоро опять исчезнет из 


расчета. 
Будет, следовательно, 


9 а$ 
ии ея 


откуда пифронтивльное значение получится равным 


АР , «0. 
—1:— 5-4 ([Р и— 


Таким образом из этих’ двух диференциальных 
значений получается такое уравнение для искомой 
кривой: 


а +4 И“, 


которое после интегрирования дает 


ВЕРНУ, 


УТ 
ИЛИ 
ар Нр р 4 45 аб) 
——_ р, 
УЕ Г} ИТР РЯ + 4х 


где определенная выше постоянная Н может быть 
включена в постоянную @, и тем самым постоянная а 
исчезнет из расчета. 


ОБ УПРУГИХ КРИВЫХ 499 


Таким образом получится уни 
р—4@ 9245 


уе =Р ах УЕ УЕ | ря ру 


43. Умножим это уравнение на ди—=да4х; полу- 
чится 


НЕ ар Рар— 94 — РР [Чо 


ИГЕР УР а 22) ° 
а так как 
42 а$ 
то 
Я __ _ 924$ __. 
Рар=ай— 944 аЕре; 


после подстановки этого значения получится инте- 
грируемое уравнение: 


а р — 47 —ва0—0 4—7 
Уря | ВР 7 р 
__  рар [9245 
УЕ Пр’ 
интеграл которого есть 
ати --рР--1=2— 99— 
92 а3 
—у1 
ТЕР ‘ани 


ИЛИ 
$43 


ИЕ р = Е — 
__ _ 92 45 а5_ 
ИЯ 
32+ 
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Чтобы устранить знак интеграла, продиференци- 
руем снова это уравнение, разделив его на И1-Ер?: 
Вар _ зрар_ ; 2924$ 254 44 _ 
Р-р Роя) 


(1+ 22)8:2 (1 93)8:2 Т (1-28 Гр — 
__ 65р9 Ар __ | 
(+ 24 
2)3:2 
Это уравнение, будучи умножено на И 


дает 
Вар яя — 35р4 ар_ —0: 


24 (7? а 
интеграл этого уравнения, вследствие равенств 
ар —=а ах 
и 
4у = рах, 
будет 


1 1. 50 
ау — 5 Тата =0. 


о— (23:2 
р 
круга Ю; отсюда, удваивая постоянные в и |, полу- 
чим уравнение: 


равно радиусу соприкасающегося 


каф, 

которое превосходно совпадает с результатом, полу- 

чаемым по второму, прямому, методу. 
Действительно, если за ось взять произвольную 

прямую, то а + Вх— у будет выражать момент 

изтибающей мощности, и этому моменту непременно 
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должна равняться абсолютная упругость 5, разде- 
ленная на радиус соприкасающегося круга А. 

Таким образом не только вполне доказано заме- 
ченное достославным Бернулли свойство упругой 
пластинки, но и уяснилась на этом примере вели- 
чайшая польза моих более трудных формул. 

44. Итак, если будет дана кривая, которую обра- 
зует неравномерно упругая пластинка под воздейст- 
вием мощности СОР =Р (черт. 24), то отсюда можно 
будет определить абсолютную упругость пластинки 
в любом месте. Взяв за ось прямую СР, нормаль- 
ную к направлению действующей силы, и положив 
СР=х, РМ==у, дугу кривой АМ=$ и радиус со- 
прикасающегося круга в М равным АЮ, мы будем 
иметь, в силу того, что момент мощности Р, отне- 
сенный к точке М, равен Рх, равенство 


5 — рх, 


Ю 
и поэтому в точке М абсолютная упругость 
| 5 — РЮх. 


Отсюда становится известной абсолютная упру- 
гость в любом месте, так как если дана кривая, то 
дан радиус соприкасающегося круга Ю для каждой 
точки. Поэтому если вещество пластинки, так же 
как и толщина, повсюду будет одно и то же, а 
ширина будет переменной, то по образовавшейся 
кривой видна ширина пластинки в каждом месте, 
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вследствие того, что абсолютная упругость пропор- 
циональна ширине. 

45. Пусть из упругой пластинки вырезан треуголь- 
ный язычок АХ (черт. 36} повсюду одной и той же 
толщины. Так как ширина тт в любом месте М 


Д 
Черт. 36. 


пропорциональна длине АМ, то, по- 
ложив АМ == $5, будем иметь абсолют- 
ную упругость в М пропорциональной 
$. Пусть она равняется ЕА$; укрепив 
конец пластинки ]/ горизонтально в 
стене, привесим к острию А груз Р, 
так что он изогнет среднюю линию 
пластинки АРв кривую ЁРтА (черт. 35), 
природу которой требуется найти. 
Положив на горизонтальной оси абс- 
циссу Ар = х, ординату рт = у и дугу 


Ат==$, будем иметь: 


ЕЕ$ 


Рх — в, 


где Ю означает радиус соприкасающегося круга в т. 
Умножим это уравненее на 4х; так как при 4х по- 


СТОЯННОМ 


то 


ИЛИ 


— 0% 
К — делу, 
__ — ВА$ 4х? ау 
Рх ах = — 1 _ , 
Рхах , зах? 4?у _ 
ЕЕ. ии 453 —=0. 
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Но так как 


$ ау __ 5@у 54у425 =° “> ду 
Ч т; 45 а; а _ + ду = -- ау, 
вследствие равенства 


4$ = 


Ду ау 
а; ’ 
то будем иметь: 
$ 442 Фу _ $5 4у 
| | 4 4 7’ 


откуда, интегрируя, найдем 


_— 549 
ов а= в КУ. 


46. Пусть 
| ду = рах; 
тогда 


45 =ахуИ 1-Е р”, 


и если положить 


ОЕ 
в-=® 
то получится 
х2 5р , 
а — =у — ==; 
то 7ПуЕя 
а поэтому | 
аут, мУГР УТ , 
р ср р 


что после диференцирования дает 
`—аар 2хахуУт а _ _ мар 
РЗУТ- р? ср ср?У1- 28 
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__ ЧУУ ЕР? __ уар —ахи Тре —Уар_. 
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Отсюда вытекает, что 


у— аа) _х 


@— сар с` 


Положим @р постоянным; диференцируя, будем 
иметь: 


9 2 
— рах— РФР) | Зрах (1 мВ 


сар сар 
2х ах (1--3р?) 2хах 
Пе, 
ИЛИ | 


= сахар 2ха?х(1 -- р?) 24х?(1 - р?) |- брх ах; 
дальнейшего упрощения этого уравнения не видно. 
Но простейшее уравнение кривой таково: 
у45 —з4у _Р®. 
45 _ 2ЕЕ ? 
действительно, так как при х=0 и уи $ должны 
исчезать, то постоянная а должна равняться нулю. 


ОБ ИЗГИБЕ УПРУГИХ ПЛАСТИНОК, В ЕСТЕСТВЕННОМ 
СОСТОЯНИИ НЕ ПРЯМЫХ 


47. Разобранным образом определяется изгиб пла- 
стинки, равномерно или неравномерно упругой, если 
на нее действует одна только мощность и если, что 
особенно нужно отметить, пластинка в естественном 
состоянии будет вытянута прямолинейно. Действи- 
тельно, если пластинка в естественном состоянии уже 
будет кривая, то под действием силы она примет во 
всяком случае другой изгиб; и для его нахождения 
нужно знать кроме действующей силы и упругости 
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также естественную фигуру пластинки. Итак, пусть 
имеется упругая пластинка Вта (черт. 37), кривая 
в естественном состоянии, абсолю'ная упругость ко- 
торой повсюду одна и та же и равна ЕЁ? и которую 
действующая на нее сила Р.изгибает в фигуру ВМА. 
Проведем через А прямую САР, нормальную к на- 
правлению  действую- 
щей силы, и примем 
ее за ось; пусть про- 
межуток АС = с, абс- 
цисса АР=—х, орди- 
ната РМ ==5$; момент 
действующей силы для 
точки /М будет равен Черт. 37. 

Р(е-х). 

48. Пусть, далее, радиус соприкасающегося круга 
искомой кривой-в /М равен А; возьмем при естест- 
венном состоянии дугу ат= АМ==$, и пусть 
в- точке 2 радиус соприкасающегося круга равен г; 
так как кривая атВ известна, то он будет дан че- 
рез дугу $. Так как в М кривизна больше, то ра- 
диус соприкасающего круга Ю меньше, чем г, и. 


избыток элементарного угла в М по сравнению с уг- 


4$ —@5 
лом в естественном состоянии будет равен вт, 
причем этот избыток будет следствием, произведен- 


ным действующей силой. Поэтому будет 


Рея = Е (т— 5); 
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так как Г дано через 5, то это и будет уравнение 
искомой кривой; но рассматриваемое в общем виде, 
оно далее упрощено быть не может. 

49. Игак, положим, что пластинка в естественном 
состоянии @твВ имеет фигуру окружности; пусть г, 
которое будег радиусом этой окружности, равно а; 
отсюда получается 


Умножим это уравнение на 4х и проинтегрируем; 


получится 


— ау х 
——( — 8 — —_> — — 
вв ++ 1) в а‘ 


ай 
Это уравнение, если вместо с написать с 


перейдет в 
Р 
БА? (5 ют } = 


а это есть то же самое уравнение, которое мы выше 
нашли для пластинки, в естественном состоянии пря- 
мой. Следовательно, пластинка, в естественном со- 
стоянии круговая, изгибается в те же кривые, какие 
сообщаются пластинке, в естественном состоянии 
прямой; только место приложения мощности, или 
промежуток АС==с, для обоих случаев должен бу- 
дет меняться согласно данному закону. Итак, для 
фигур, которые может образовать пластинка, в есте- 
ственном состоянии круговая, получатся те же де- 
вять видов кривых, которые мы перечислили выше, 
Действительно, круговая пластинка, если взять про- 


=="; 
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межуток АС бесконечно большим, может прежде 
всего вытянуться в прямую линию; а затем каждая 
сверх того приложенная мощность. произведет то же 
следствие, как если бы она одна была приложена 
к пластинке, в естественном состоянии прямой. 

50. Но положим, что точка С, какова бы ни была 
естественная фигура пластинки, отстоит бесконечно, 
так что момент действующей силы повсюду один и 
тот же, положим после разделения на ЕЕ? равный 


; ; тогда будет 


4$ 
плитуде дуги АМ; равно как и | —- выражает ампли- 


туду дуги ат; этим названием амплитуды пользо- 
вался достославный Иван Бернулли в своем превосход- 
ном исследовании о скользящем движении 119]. Итак, 


пусть 5 есть дуга круга с радиусом, равным 


единице, которая, вследствие того, что Г дано через $5, 
также будет известна через 5. Отсюда найдутся прямо- 
угольные координаты хи у, а именно 


х = |455 (+15) 
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__ 5 45\. 
у= |455 (5+ [% ; 


откуда можно будет построить искомую кривую че- 
рез квадратуры. 

91. Отсюда можно отределить фигуру атВ (черт. 
38", которую пластинка должна иметь в естествен- 
ном состоянии, чтобы под воздействием мощности Р 
в направлении АР развер- 
нуться в прямую — линию. 
АМВ. Действительно, если 
взять длину АМ=5, то 
момент действующей мощ- 
ности будет для точки М 
равен Р5; радиус же сопри- 
касающегося круга в ИМ, 


по условию, бесконечно 


Черт. 38. 


велик, Или в =0. Если 


взять теперь в естественном состоянии дугу ат==$ 
и положить радиус соприкасающегося круга в т 
равным 7, то в прелыдущих выклалках нужно поло- 
жить г отрицательным, так как эта кривая обращена 
к прямой АВ своей выпуклостью. Отсюда будет 


`Е Е? 
Р$ = и , 
ИЛИ 
75 —а?; 


это и есть уравнение, охватывающее природу кривой 
атвВ. —_ 
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52. Так как оказывается 


1_$ 
г а? 
то 
"4$ $2 
|=, 


т. е. амплитуда дуги ат будет пропорциональна ква- 
драту самой дуги. Отсюда прямоугольные координаты 
хи у для этой кривой атб определятся так: 


‚ 52 
х — | 45 $т —- 
| 2а2 


Ку. 
у— [45505 я 


Отсюда следует, что на окружности, радиус кото- 
$52 

242’ 
и взять ее синус и косинус для определения коорди- 
нат. Из того же, что радиус соприкасающегося круга 
непрерывно уменьшается по мере увеличения дуги 
ат —=$, явствует, что кривая не уходит в бесконеч- 
ность, хотя бы дуга $ и была взята бесконечно боль- 
шой. Следовательно, кривая будет из числа спиралей 
и,— совершив бесконечное множество оборотов, свер- 
нется как в центре в некоторой точке, найти кото- 
рую из этого построения представляется весьма труд- 
ным. Нужно будет считать немалым обогащением 
анализа, если кто-нибудь найдет метод, при помощи 


рой равен единице, нужно отсечь дугу, равную 
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которого можно было бы хотя бы приближенно ука- 


зать значение этих интегралов. 


. 52 

|4 За 
р. 

|“ 0$ 5 


для случая, когда 5 положено бесконечно большим; 


задача эта кажется влолне достойной 
геометры приложили к ней свои силы. 
93. Пусть 24а? == 92; так как 


того, чтобы 


ГУТ 


. 52 $2 $10 
$1 ра — Т.о. ат 2.3.4.506 — 
аж... 
И 
$2 $4 $8 
ся 1 — 2 Г Газ — 


$2 


— 23-45658 т. 


то координаты искомой кривой хи у легко смогут 
быть выражены через бесконечные ряды; а именно 


будет 


53 $44 


Хх = 


$5 


га тв. 


$9 $13 


1.3.2 |1 2.378 Г 1.2.3.4.5-11840 — 


6.13618 т. 


У —5тТэБя + 1.2.3.4.948 1.2.3... 
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из этих быстро сходящихся рядов, если дуга $ взята 
не слишком болыпой, довольно легко можно опре- 
делить близкие к истинным значения координат х иу. 
Но какие значения приобретут х и у, если по- 
ложить дугу $ бесконечно большой, об этом никоим 
образом нельзя сделать заключение из ‘этих рядов. 

54. Так как подстановка бесконечности вместо 5 
порождает величайшие затруднения, то этому не- 
удобству можно помочь следующим образом. По- 
ложим 


52 
2 , 
так что 
$=фу о, 
тогда 
ра 
4 == ^ “А, 
2уо 
и получится 
|!) ау. 
—— | ——$ По 
2 9 
И 
|, ау 
у = — — С0$ 9 
уй 


Теперь я утверждаю, что нужные значения хиу 
при $ = со найдутся из таких интегральных формул: 


|, 1 1 1 
в | (тут Тук 
| . 
=...) $11 9, 
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Ь 1 ] 1 
[м 
7 > | 4 (75 УЕ ГУ 
1 
———— ... | С0$%9, 
УЕ ) 


если после интегрирэвания положить 9=п, причем 
п означает угол, равный двум прямым. Таким обра- 
зом мы избэгаем подстановки бесконечности, но 
зато вводим в расчет бесконечный ряд 


Ух Узь Узчо ‘°° 
И так как сумма такого ряда до сих пор неизвестна, 
то распутывание этого узла попрежнему представ- 
ляет велича”шую трудность. 


ОБ ИЗГИБЕ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
СИЛ, ПРИЛОЖЕННЫХ В РАЗЛИЧНЫХ ТОЧКАХ 


55. Изложив метод исследования изгиба любой 
упругой пластинки, на которую действует одна сила, 
приложенная в данной точке, уместно будет рас- 
смотреть также изгиб, сообщаемый упругой плас- 
тинке несколькими, или даже бесконечно многими 
мощностями. Но так как пока еще неизвестно, какое 
выражение в этих случаях будет максимумом или 
минимумом, то я воспользуюсь только прямым мето- 
дом, чтобы можно было как-нибудь из самого реше- 
ния извлечь то свойство, которое является максиму- 
мом или минимумом. Итак, пусть упругая пластинка, 
в естественном состоянии прямая, приведена в со- 
стояние АтМ (черт. 39) сначала конечными силами 
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Ри 0, действующими по взаимно нормальным на- 
правлениям СЕ и СР, а затем бесконечно малыми 
силами, приложенными к отдельным элементам пла- 
стинки ту и действующими по направлениям тр и 
т4, параллельным тем же СЕ и СР; при этих 
условиях разыскивается природа кривой АтМ, форма 
которой сообщена пла- | 
стинке. 

96. Возьмем продол- 
женную прямую РСА 
за ось, положим АС =с 
и назовем абсциссу АР 
через х, ординату РМ 
через у, дугу кривой 
АМ через $ и радиус 
соприкасающегося кру- 
га в ЛМ через Ю. Пусть 
абсолютная упругость пластинки постоянна и равна 
ЕЕ; тогда сумма моментов, создаваемых всеми дей- 
ствующими силами по отношению к точке М, дол- 


Черт. 39. 


ЕЕ? . 
жна быть равна р. И прежде всего конечная сила 


Р, влекущая по направлению СЁ, создает момент, 
равный Р.(с--х) и действующий в ту сторону, на 
которой уравновешивается упругая сила. Момент же, 
созданный второй силой @, т. е. Оу, действует 
В противоположную сторону, вследствие чего конеч- 
ные силы Ри О вместе создают момент 


Р(е ^) — 9. 


33 Л. Эйлер. 


514 ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


Теперь рассмотрим какой-нибудь средний элемент 
пластинки тм, соответствующую которому абсциссу 
Ар положим равной & и ординату рт равной т, и 
пусть сила, давящая на элемент мм в направлении 
тр, равна @р, а сила, давящая в направлении 294, 
равна 44; момент, создаваемый этими силами для 
точки М, будет равен 

(х— ) 4р— 9—1) 44. 

97. Чтобы найти сумму всех этих моментов, нужно 
первоначально считать за постоянные точку М, а 
следовательно, х и у, и рассматривать как перемен- 
ные только координаты & из с силами ар и 04. 
Тогда сумма моментов, создаваемых действующими 
на дугу Дт силами, будет равна 


хр — | бар —4-| |144, 


где р выражает сумму всех сил, действующих на 
‘дугу АМ по направлениям, параллельным ординатам 
рт, а 4 — сумму всех сил, действующих на дугу Ат 
по направлениям, параллельным оси Ар. Но 


бар = бр — (раз 


}149=19— 94%; 


отсюда сумма моментов, созданных приложенными 
к дуге Ат силами, оказывается равной 


(х — Ор (р — (9—9 |941. 
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Продвинем теперь точку 1 вплоть до М, тогда 
окажется (=, у==у и = 4х, а 41==а4у; от- 
сюда сумма всех моментов, взятых по всей дуге АМ, 
будет равна 


\р 4х — \ чау. 


Поэтому для искомой кривой получится такое 
уравнение: 


| > — А (е-- х) — + | рак [ дау, 


где р выражает сумму всех сил вертикальных или 
действующих по направлениям ординат МР, а а— 
сумму всех сил горизонтальных или действующих по 
направлениям МО, параллельным оси АР, для всей 
дуги АМ. 


98. Если формулы (р ах и \94у не допускают ин- 


тегрирования, то нужно будет посредством диферен- 
цирования освободить найденное уравнение от этих 
интегральных формул, откуда будем иметь такое 
уравнение: - 

Ро Рак — О4у-- р4х—94у. 

Если же ни рни 4 не могут быть даны в конеч- 
ных выражениях, как выражающие уже сами суммы 
бесконечного множества бесконечно малых сил, то 
нужно будет посредством дальнейшего диференциро- 
вания исключить конечные значения р и 94, чтобы 
остались только @р и 44 с диференциалами дифе- 
83* 
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ренциалов 4р и 424. После первого диференцирова- 
ния получится | 


ри 
ва аВ рода у 


ау 


Положив Ч»==0, После нового диференцирования 
уравнения получим: | 
аЮ . 
— Ба Ро — — 049 


это уравнение содержит диференциалы четвертого 
порядка. 


59. Пусть вместо вертикальных и горизонтальных 
мощностей ри 4 к пластинке приложены в каждой 
точке ЛМ две мощности, одна нормальная ММ№= 49 
и другая тангенциальная МТ = 4+. Отсюда будет 


ар нее 


4х 4 ау4% пт 
м с ф › 
а вследствие равенств 


ду= ах 


—=аху1 - ©? 


будем иметь 


ао в ЦЕ 
а —_— ——— 
р УГЕа ГУТЕЫ 
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Ча = а 040. 
Ут У! а’ 
если подставить это в последнее уравнение предыду- 
щего параграфа, то получится следующее уравнени?: 
аю 
“нах ай 2% 40 
— реа К 2 
0 — УТЕя утрат Игры то 4, 


которое, будучи умножено на 1-7, становится 
интегрируеным: действительно, положив ради кратко- 


СТИ 2 —= ——, найдем интеграл 
а д ра 


ИЕ: + 02) _ — Бр? (= 


а® 
1 
ея аа) = 
1 + ©? ав. 1\.:: 
—= — БЕ (о). 
Е ( ао 4 кугЕа т) 


Но так как т от 
__ = (4 92)3:24х __ 
К , 
то И 
о щ 2\3 :2 
д9—=-9 Но 4х 


и если подставить это значение вместо 4, то бу- 
дем иметь: _ 


Юао _ и _Юоав 
Ап; —— 8 (5 а 


так как 


аху 1 -- 9? — 45. 
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Отсюда, привеля в порядок уравнение, будем иметь 
для искомой кривой такое уравнение: 


Юю а __ рр 1 Юю аю 
#-- 4$ —А == 88 (7—5 Чтаа). 


60. Прежде всего здесь очевидно, что если упру- 
гая сила ЕЕ? исчезает, то пластинка обращается в со- 
вершенно гибкую нить; и отсюда в этих уравнениях 
содержатся все кривые, которые может образовать 
совершенно гибкая нить, находящаяся под действием 
каких-нибудь сил. Так, если на нить действует только 
ее собственная тяжесть, то будет 4==0 ир будет 
выражать вес каната АМ; следовательно, будет 

рах 


ау = © = постоянной, 


так как Р==0; это есть общее уравнение для вся- 
кого рода цепных линий. Если же совершенно гиб- 
кая нить во всех точках испытывает действие сил, 
направления которых нормальны к самой кривой, так 
что в точке М на нить действует по направле- 
нию /ММ сила, равная 49, то, вследетвие равенства 
г —0, будет 


—— == А = постоянной, 


а это есть общее свойство кривых парусообразных, 


платкообразных и всех, для которых имеют место 
такие воздействия. 
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ОБ ИЗГИБЕ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ, ПРОИСХОДЯЩЕМ 
ОТ ЕЕ СОБСТВЕННОГО ВЕСА 


61. Но я возвращаюсь к упругим пластинкам, для 
которых возникает следующий более всех заслужи- 
вающий внимания вопрос, какую фигуру примет упру- 
гая пластинка, изогнутая собственным весом. Пусть 
АтМ та кривая, которую мы ищем; так как здесь 
действуют одни только вертикальные силы, проис- 
шедшие от тяжести, то получится | 


Р=0, 9=0, 9—0, 


а р будет выражать вес пластинки АМ. Поэтому, 
если Е будет вес пластинки длины @, то, так как 
пластинка принимается за однородную, 


р=б—; 
отсюда природа кривой выразится таким ураензнием 


— ЕАК _Гзах 
а‘ 


Пусть амплитуда кривой будет 
аи 

Ю 

тогда 


5 
К = п 


ах —= а; ти, 
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откуда, принимая элемент 45$ за постоянную, найдем 
уравнение 

Ба? аи 
а 


545 зти-- = 0, 
которое, впрочем, насколько видно по первому 
взгляду, далее не может быть упрощено. 
62. Особенного внима- 

д | } ния заслуживает также 
кривая, форму которой 
сообщает упругой пла- 
стинке жидкость такой 
высоты, которую. можно 
считать за бесконечную. 
Пусть АМВ (черт. 40) та фигура, которую мы 
ищем, и положим 


Ар=х, РМ=у, АМ=$5; 


Черт. 40. 


на элемент /Л/т будет давить по нормальному на- 
правлению ММ сила, пропорциональная 45, откуда 
будет 


49 = п 45 

и 

4—0. 
Отсюда возникнет вертикальная сила др=пах и 
горизонтальная 44 = — пау, а из этого тотчас по- 
лучается 

р — их 
И 
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поэтому в первом уравнении окажется 
ЕЕ? | °1 1 
В. = Ре х)— Чу-- 5 их? -- 5. пу. 


Но координаты хи у можно так увеличить или 
уменьшить на постоянные величины, чтобы уравне- 
ние кривой приобрело такой вид: 


яУАЧЬ. 


А это уравнение, если его умножить на х4х + уду, 
станет интегрируемым; ибо 


и ат _х- уе _ 
04° 

(где положено ду=® 4х), а это равно 
у— ох — у@х —л 4 


у То 45 


Поэтому, заменяя после интегрирования постоянные, 
получим . 


В (уах —ха 
(ое А (ху) О С 


Пусть 


Ие-у=2 
И 
у=—= #2, 
тогда 
х=—У1— 12, 
откуда 


— 22 аи 


У1— м 


у4х —х ду = 
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= ал -- 24, ты 


Следовательно, если положить 


аи 
ута-“” 
то будем иметь: 
и А С— —— 824". 
У 42 + 23а’ 
а отсюда 
Ч" — ай __ . 42(24А— А? — С) 


Ут У — (а АР С)° 


Если окажется А —=0 и С—=0, то эта-кривая бу- 
дет алгебраической; ибо мы будем иметь уравнение 
аи __ 242 __ 3242 


У! Уд Зуб д’ 


которое после интегрирования дает 


ти — 1 . 23 
агсуш ий — 3 2751 8, 
ИЛИ 


23 


3 д уз 
-5==8и — 48 —— У 2. 


7. 23’ 
откуда получается такое уравнение: 
26 — 343у2? — 4а3уз 
или, вследствие равенства 22 — х? | у?, 
х8 | Зх4у2 —- 3х2у4 {| ув — За3х`у — а3у3. 
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О КОЛЕБАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ УПРУГИХ 
ПЛАСТИНОК 


63. Из предыдущего можно определить также ко- 
лебательное движение упругих пластинок, так или 
иначе приспособленных к движению. Этот несо- 
мненно весьма важный предмет впервые начал разра- 
батывать достославный Даниил Бернулли; уже не- 
сколько лет тому назад он предложил мне задачу о 
колебаниях упругой пластинки, одним концом заде- 
ланной в твердую стену, и ее решение я показал 
в Сошш. Асаа. Ренор., т. УП. Но с того времени 
и мне пришлось ближе заняться этой задачей, и 
благодаря общению с достославным Бернулли при- 
бавилось много других вопросов и соображений, 
разработку которых, вследствие близости предмета, 
я здесь приложу. При этом, когда колебательное 
движение достаточно быстро, то колеблющаяся пла- 
стинка вместе с тем издает звук, высота которого 
и отношение к другим определится из тех же осно- 
ваний при помощи учения о звуках. А так как 
свойства звуков очень легко подвергнуть опыту, то 
тем самым можно будет проверить согласие исчисле- 
ния с истиной, и следовательно, подтвердить теорию; 
таким образом наши знания относительно природы 
упругих тел немало пополнятся. 

64. Прежде всего нужно указать, что здесь ста- 
вится вопрос только о чрезвычайно малых колеба- 
ниях, Так что промежуток, который пробегает пла- 
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стинка во время колебания, можно считать бесконечно 
малым. Этим ограничением, однако, нисколько не 
сокращается практическая применимость исследова- 
ния: ибо не только колебания, если бы они прохо- 
дили в больших промежутках, лишились бы изохров- 
ности, но и образование различимых звуков, которое 
мы здесь преимущественно имеем в визу, требует 
в. весьма малых колебаний. Итак, я рас- 
сматриваю здесь прежде всего одно- 
родную упругую пластинку, в есте- 
ственном состоянии прямую, один ко- 
нец которой В накрепко заделан в 
неподвижное основание, так чта пла- 
стинка, предоставленная самой себе, за- 
Черт, 41  НИмает прямое положение АВ (черт. 41). 
Пусть длина этой пластинки АВ =а, 
а ее абсолютная упругость в каждом месте равна 
ЕЕ?; от веса ‘ее мы отвлекаемся, или предполагаем, 
что она укреплена так, чтобы тяжесть не могла из- 
менить ее состояния. 


&-Ж- 


О КОЛЕБАНИЯХ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ, ОДНИМ КОН- 
ЦОМ ЗАДЕЛАННОЙ В СТЕНУ 


65. Пусть эта пластинка, получив толчок от-ка- 
кой-нибудь силы, совершает весьма малые колебания, 
отходя от естественного состояния ВА в обе сто- 
роны на весьма малые промежутки Аа. Пусть ВМа 
какое-нибудь из положений, занимаемых пластинкой 
во время колебания; так как оно лишь бесконечно 
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мало отстоит от естественного положения, то прямые 
МР и Аа будут представлять пути, которые пробе- 
гают точки пластинки 11 и а, или, точнее, эти пря- 
мые будут иметь с истинными путями соотношение, 
бесконечно мало отличающееся от соотношения ра- 
венства. Для определения же колебательного движе- 
ния совершенно необходимо знать природу кривой 
ВМа, форму которой приобретает пластинка во 
время колебания. Итак, пусть АР = х, РМ — у, дуга 
аМ —$ и радиус соприкасающегося круга в М ра- 
вен А, а весьма малый промежуток Аа==б; при 
этом согласно упомянутому условию дуга $ будет 
приближенно равна абсциссе х, и, следовательно, 
вместо’ .4$ можно будет взять 4х, ибо 4у будет 
исчезающе малым по сравнению с @х. И так как, если 
положить 4х постоянным, радиус соприкасающегося 


153 
круга вообще равен дхазу’ то в настоящем случае 
будет р 
х ..- 
К =, т 


ибо кривая ВМа обращена выпуклостью к оси ВА, 
а так как пластинка в В накрепко заделана-в стену, 
то прямая АВ будет касаться кривой в точке В. 

66. Введя эти условия, положим для определения 
как природы кривой ВМа, так и самого колебатель - 
ного’ движения, длину простого изохронного маят- 
ника равной № ибо, что весьма малые колебания 
изохронны, это и из сущности дела явствует, и бу- 
дет показано предстоящим расчетом. 


526 ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


Итак, ускорение, которое точка пластинки М испы- 
тывает по направлению к Р, будет равно 


РМ у 

Х 
Поэтому, если массу всей пластинки, выражающуюся 
чрез ее вес, положить равной М, то масса элемента 


Ма 
Мпт == 45 =алх будет равна р. ы ; отсюда движущая 


сила, действующая на элемент Л/Мт по направлению 


МР, будет равна; и таким образом мы узнаем 


силы, которыми побуждаются к движению отдельные 
частицы пластинки, как по самой кривой ВМа, так 
и по длине простого изохронного маятника {. А так 
как упругая сила действительно приводит в движе- 
ние пластинку, то, зная эту силу, мы и обратно 
определим природу кривой ВМа и длину простого 
изохронного маятника. 

67. Раз пластинка движется так, как если бы к 
отдельным ее элементам /Мт были приложены в на- 


Муах 
правлении МР силы, равные ар ТО отсюда сле- 


дует, что если бы к отдельным элементам пластинки 


Мт были приложены в обратных направлениях Мк 
Муах 
а} 
в состоянии ВМа. Отсюда вытекает, что пластинка 
во время колебания подвергнется такому Же изгибу, 
какой она приняла бы, будучи неподвижной, если 
бы в отдельных ее точках М на нее действовали 


равные силы ‚ То пластинка уравновесилась бы 
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Муах 
в направлениях Мп. Итак, согласно пра- 


ай 
вилу, найденному выше в 6556, соберем все эти 
силы, приложенные по всей дуге аМ; получится 


СИЛЫ 


сумма м ах, которая должна быть там подставлена 


вместо р. Поэтому, так как остальные имевшиеся 
там силы исчезают, природа кривой выразится урав- 


нением ` 
8 = | рах 


откуда будем иметь: 


А так как 


то 
ЕЕ? Фу Я | 
х 
8 — и | уах, 
а после диференцирования 


ЕЁ ЗУ Ма | ух: 
Ах? 


и если снова продиференцировать, то получится 
такое диференциальное уравнение четвертого по- 
рядка: 

Мула 


ЕР? 4у —= а; 
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68. Этим уравнением и выражается природа кри- 
вой ВМА и из него же, если применить его к пред- 
ставившемуся случаю, определится длина ]; а зная 
ее, мы узнаем и самое колебательное движение. 
Прежде всего нужно проинтегрировать это уравнение. 
Так как оно принадлежит к тому роду диферен- 
циальных уравнений высоких порядков, общее ин- 
тегрирование которого я показал в М15сеЙапеа Вего- 
Нпепза, т. УП, то отсюда мы найдем следующее 


уравнение интегральной кривой, полагая ради крат- 
ЕЕ? ау __ са: 
М 


Хх Хх 
—_ —— ._Х х 
у= Ае < —- Ве г | Сзш-- -- Осоз--, 


КОСТИ 


где е означает число, гиперболический логарифм ко- 


.. Хх х 
торого равен единице, а $1 > И ©0$ © означают си- 


х 
нус и косинус дуги, равной —-, взятой на окруж- 


ности, радиус которой равен единице. Затем А, В, | 
Си Д — четыре произвольные постоянные, введен- 
ные при четырекратном интегрировании, Которые 
следует определить из применения наших выкладок 
к имеющемуся случаю. . 

69. Определение же постоянных будет выполняться 
следующим образом. 

Во-первых, если положить х == 0, то должно полу- 
читься у= дб; отсюда, значит, возникает такое уравнение: 
= АВ, 

которое будет первым. 
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Во-вторых, так как 
сй Фу ` | 
та =| ах | уах, 


то при х==0 должно оказаться 


да — 0 
Но 
Хх 
ау А В -— -— С, р 
_ — с —_ С —_ о — _. 
Е не зе к $1П -8 с0$ — ; 


откуда возникает следующее, второе уравнение 


0—А--В— р. 
В-третьих, так как 
с4 Фу 
ахз = 4х, 
азу 
.то при х =0 должно исчезать и да; Следовательно, 


в силу равенства: 


сз азу >. - = х ох 
—Ае“ — Ве “ — Ссоз -- - Оз - 


получается третье уравнение 
0—4 —В— С. 


В-четвертых, если положить х==а, то ордината у 
исчезает, откуда получится четвертое уравнение 


а а 
0 — Аес -- Ве с -- Сэт < + Рсоз-. 


34 Л. Эйлер. 
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В-пятых, так как АВ есть касательная к кривой 


в точке В, то при х=а должно оказаться 
ау 


откуда получается пятое уравнение 
[и 


а 
— —— а . 4 
0 = Аес — Ве < {+ Сс0з— — Эзт--. 


Итак, из этих пяти уравнений сначала определя- 
ются четыре постоянные 4, В, С, РО, а затем, в чем 
и заключается суть дела, определится значение 


--И 284 
- У 284, 


отк) да мы добудем длину простого изохронного маятни- 
ка Гитем самым узнаем продолжительность колебаний. 

70. Из уравнений второго и третьего постоян- 
ные Си Д определятся через А и В так: 


эти значения, будучи подставлены в уравнения чет- 
вертое и пятое, дадут | 


а а 
0 — Ае < + Ве с -+ (А— В) $. — (А -- В) 05", 


а 


— Ве К (А— Я _ 1 
Ве -- (А В) соз- (А-В) т —) 


а 
С 


0 —= Де 


откуда выводим: 


_а а 
с 


— ‚ а а а а 
—е < $ — — с0$ — с0$ — + п — 
-- с с е + с - - 
а = а , 
— , а а — а а 
ес {+ чп —-+ со0$ — ес 0$ — — $ — 
Ри с -- - с 


ОБ УПРУГИХ КРИВЫХ 531 


после чего получится такое уравнение: 


а 


а 
0—2 (ее е @)соз -- 


ИЛИ 
2 д 
е  с0$ —--- 2е< -[- с0$— =0, 
которое дает 
а. — 1 = зш— 
е с — 
с0$— 


И так как ес величина положительная, то косинус 
а а 
угла — будет отрицателен, а поэтому угол = больше 


прямого. 
11. Из этого уравнения понятно, что существует 


а 
бесконечное множество углов = › Удовлетворяющих 


требованию, от которых происходит бесчисленное 
множество различных способов колебания одной и 
той же пластинки. Действительно, кривая может пе- 
ресекать ось АВ в одной или нескольких точках, 
прежде чем коснуться оси в В; вследствие чего для 
одной и ТОЙ же пластинки одинаково возможны не- 
сколько, и даже бесчисленное множество способов 
колебания. И так как мы здесь прежде всего имеем 
в виду случай, когда В первая точка, где пластинка 
соприкасается с осью АВ, то этому случаю будет 


34* 
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а 
удовлетворять наименьший угол >, решающий най- 


денное уравнение. Так как этот угол больше пря- 


мого, то положим 
а 


1 
———тп 
С 2 -- ф, 
где ф — угол, меньший прямого. Отсюда, вследствие 
равенств 


зп — С0$ 
= ф 


а ; 
с03 —- = — $ ф, 


получится двойное уравнение 


— 1 = со$ 
ес 0$ $ 
5шф 
которое дает лрбо 
а 
о ю 
[24 — © 5$, 
либо 
= | 
е < =<0 -;$; 


из каковых уравнений второе даст меньшее значенке 
для угла $; оно, следовательно, будет полходящим 
для заданного случая. 

72. Дальнейшие возможные способы колебаний мы 


а 
найдем, если для ри будем брать углы, большие двух 


прямых, но меньшие трех. Так, если положить 


а _ 3 
Е=2"— $, 
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то будет 
$ — == —с0$$ 
и 
а . 
0$ = =— $1 Ф, 
откуда получается 
[ил 
— 1 -= со 
е с - ы , 
т ф 
т. е. либо 
а. 
ес: =— {© `ф, 
либо | 
= 1 
е < — сою — 0. 
2 5$ 


Подобным образом найдем и другие способы ко- 
лебаний, полагая 


ит. д. 
Во всех этих случаях, если взять гиперболические 
логарифмы, получатся следующие уравнения: 


1 ‚1 -9 1 
Г. ут--==1505 5$, У. уп =1с08 5$, 


1 1 5 1 
И, ут = 5, УТ. уп =18 $, 
3 ‚1 7 1 
Ш. уп—ф=/с08 59, УП. уп — ф==1с0 5$, 
3 __ 1 7 ИИ 1, 


И т, Д, 
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Из этих уравнений третье совпадает со вторым, 
ибо, если положить 


так что 


52] — 


СО.5 
то трегье переходит в 
1 1 


а это и есть второе. Подобным образом четвертое 
совпадает с первым; затем совпадают между собой 
пятое и восьмое, шестое и седьмое. Поэтому полу- 
чатся только слелующие различные уравнения: ° 


| | 5 1 
Г уп с0 $, М. уп 5$, 


1 1 9 1 
П. 5-9 =18 5%, У. эп $ = 10 5$, 
В 1 9 1 
Ш. 5 п-Еф = 1с045 5 $, МТ. оп =1 85, 
ит. д. 


73. Гиперболический же логарифм тангенса или 
котангенса любого угла мы находим, беря таблич- 
ный логарифм [26], вычитая из него логарифм полного 
синуса [21] и умножая остаток на 2,302585092994; что- 
бы облегчить эту работу, полезно будет снова вос- 
пользоваться логарифмами. Пусть и разыскиваемый 
гиперболический логарифм тангенса или котанг‹нса 


- 1 
угла 5 $; возьмем из таблиц логарифм того же тан- 


ОБ УПРУГИХ КРИВЫХ 585 
генса или котангенса; пусть. он, потеряв логарифм 
полного синуса, будет равен х. Так как, следова-. 
тельно, 

и = 2,302585092994.9, 
то будем иметь, беря обыкновенные логарифмы, 
[и —=19-- 0,3622156886. 


Найдя этот логарифм, будем иметь, так как 
и — 5 по: 
р 
[и = (> п + у) 


Чтобы развернуть это, нужно выразить угол 9 
в частях радиуса, как выражается и п в равенстве 


п—3,1415926535 и -л=1,57079632679. Угол $ 


выразится таким же образом, если обратить его 
в секунды и от логарифма этого числа отнять всегда 
одно и то же число 5,3144251332; так получим #4, 
откуда, возвращаясь к числам, добудем значение са. 
мого $. При этом будет постоянно Для любого рода 
колебаний 


а п 
р — ИН = р п-- ф. 

74. После этих указаний относительно выкладок 
нетрудно будет получить посредством приближений 
значение угла ф для любого рода колебаний. Дей- 
ствительно, придавая ф по произволу несколько зна- 


Ш {с | 
чений и определяя вычислением и ут фи 11:59, 
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мы скоро узнаем близкое к истинному значение $. 
Ибо раз имеются как угодно удаленные пределы 
угла Ф, то сейчас же найдутся пределы более близ- 
кие, а по ним наконец истинное значение $. Так, 
для первого уравнения 


. 


а 1 1 
== п--=1608 59 
я нашел слелующие пределы угла 9: 17926! и 17°27', 


из которых истинное значение ф получится посред- 
ством следующих выкладок: | 


И — 


1,8752331540 


разн. = -- 1677610 


— 17926’ 17:27 
в сек. —= 62760” 62820” 
юр — 4/7976829349 4,7980979321 
выч. — 5,3144251332 5,3144251332 
16 — 9,4832578017 9,4836727989 
ф— 0,3042690662 0,3045599545 
5 == 15707963268 15707963268 
== 1,8750653980 1,8753562813 
5з= 8243 8°43'30 
сов 5 = 10,8144034109 | 10,8139819342 
0— 0,8144034109 0,8139819342 
[9= 9,9108395839 9,9106147660 
приб. = 0,3622156886 0,3622156886 
[1 — 0,2730552705 0,2728304546 


1,8742626675 


— 10936138 
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Из этих ошибок для обоих пределов заключаем, 
что ф будет равно 


17526'7” 98, 


п+$ 


^5| — 


ИЛИ 


— —107926'7”,98. 


А так как в секундах 
ф —62767,98, 
то будем иметь: 


1 6 = 4,7977381525 
выч. = 5,3144251332 


9,4833130193 
ф = 0,3043077545 
приб. 5 п = 1,5707963268 


- — 1,8751040813, 


а найдя это, получим: 


А 


== $ =0,1533390624. 


Находим, следовательно, отношение постоянных 2 
и В, откуда станет известным и отношение к ним 
остальных постоянных Си Д. 


538 ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


75. Остается еще первое уравнение 


р—=А- В+, 
которое, вследствие равенства 
р =А- В, 
переходит в следующее: 
—=2А--2В, 
и поэтому 
1 
А--В = 5 Ь; 
а так как 
А 
65%, 


Откуда, вследствие равенства 


отдельные постоянные, входящие в уравнение, опре- 
делятся следующим образом: 


1 
А 5? 01533390624 
у 1 \ 23066781248’ 


Й 
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В . 1 __ 150000000000 


— 


Б.Г {1 \ 23066781248 ' 
2 (1 +85 *) 
—1-4 1 1 
С 80? — 0,8466609376 


|, 2 (: + > +) 2,3066781248 


1 
р_ 113% 11533890624 
БГ > 2,3066781248 
2 ( 1+5 +) 


а после того как они найдены, природа кривой аМВ, 
фигуру которой пластинка принимает во время ко- 


лебания, выразится таким уравнением: 
х х 
у А-В —— С. х р х 
= =-е< — с — ш — + -— —., 
|, | 15 РУз © 1 5608 © 
76. Что же касается быстроты колебаний, то ее 
узнаем из уравнения 


Ч —1,8751040813. 


(М 
Положим ради краткости 
п = |,8751040813, 


так что 
а — ИС. 
Так как 
04 — ЕА?а} 
М р] 


М 2 
где —_ выражает удельный вес пластинки, а ЕЁ? — 


абсолютную упругость, то тем же способом, каким я 
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пользовался до сих пор, будем иметь: 


а — п*. БА? -], 


и поэтому 


откуда вытекает, что длины простых изохронных 
маятников будут иметь отношение, составленное из 
возвеленного в четвертую степень отношения длин 
пластинок, простого отношения удельных весов и 
обратного отношения абсолютных упругостей. Пусть © 
длина простого маятника, совершающего каждое ко- 
лебание в течение одной секунды, так что 


2 —3,16625 рейнского фута; 


так как длительности колебаний находятся в отно- 
шении корней квадратных из длин маятников, то 
время одного колебания, совершаемого нашей упру- 
гой пластинкой, будет равно 


У} а? 11 М 


—— сек. — — —.— м 


Уг п? 2 Е а’ 


откуда число колебаний, совершаемых в одну се- 
кунду, будет равно 


и? а. 
ВИ &ЕР. и; 


это число выражает высоту тона, возбуждаемого 
пластинкой. Следовательно, тоны, издаваемые различ- 
ными упругими пластинками, одним концом заделан- 
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ными в стену, будут находиться в отношении, со- 
ставленном из прямого отношения корней квадратных 
абсолютных упругостей, обратного отношения корней 
`квадратных абсолютных упругостей и обратного отно- 
шения квадратов длин. Поэтому, если две упругие пла- 
стинки различаются только длиной, то их тоны будут 
находиться в обратном отношении квадратов длин; зна- 
чит, пластинка вдвое более длинная, издаст тон на 
две октавы более низкий. Натянутая же струна удвоен- 
ной длины издает тон только на одну октаву более низ- 
кий, если натяжение остается то же самое. Из этого 
явствует, что тоны упругих пластинок следуют совсем 
иному отношению, чем тоны натянутых струн. 

77. Что касается природы кривой аМВ, продол- 
женной за пределы а и В, то прежде всего ясно, 
что за а кривая идет, удаляясь от продолженной 
оси ВА. Действительно, если положить х отрица- 
тельным, то получится 


х 
с 


р 
— сх х 
у== Ве ° -- Ае “ — Сзш -.- + Бсозт. 


Здесь уже все члены положительны, потому что 
только один коэфициент С раньше получил отрицатель- 
ное значение; отсюда, пока возрастает х, должно воз- 


растать и у, ибо число В больше, чем А, и поэтому 
х 


— х 
член Ве с перевешивает. И как только — достигло 


х 
хотя бы среднего значения, этот член Ве < уже так 


сильно возрастает, что остальные члены почти исче- 
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зают перед ним. По той же причине, что радиус со- 
прикасающегося круга кривой в В но равен беско- 
нечности, так как 


Е М | 
-р- == м [а р уах, 


кривая в В не будет иметь точки перегиба, и сле- 
довательно, пойдет дальше по ту же сто- 


рону от оси АВ; при увеличении же абс- 
Хх 


циссы далее АВ—а первый член Аее 
скоро становится столь большим, что 
остальные перед ним могут считаться за 
исчезающие. 
0 78. Таков, следовательно, первый спо- 
соб колебания, среди тех бесчисленных 
способов, к которым способна пластинка. 
Второй способ, представленный на черт. 42, 
Черт. 42. при котором пластинка, укрепленная в В, 
пересекает ось АВ в одной точке О, выведется из 
уравнения 


В 


а 1 | 
сп 9 = у, 


ИЛИ ’ 


| 

-6 
| 
— 
© 
о 

9 
| 
| 
| 


ы 
5 п 


Здесь посредством немалого числа проб я нашел, 
что угол ф содержится между такими пределами: 
152'40” и 198', откуда, как и раньше, получится 
истинное значение ф. 
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ф == 192'40" 
в сек. = 3760” 
1оё = 3,5751878450 
выч. = 5,3144251332 


[6 ==8,26 7627118 
с — 0,0182289944 


п —= 4,7123889804 


52] 


= — 46941599860 


г = 31'20" 


® 


— | -- 


[со{ э®= 2,0402552577 


[0 = 0,3096845055 
приб. = 0,3622156886 


1 и — 0,6719001941 


и —4,6978613391 
:- — 46941599860 


ошибки -- 37013531 


153' 
3780” 
3,5774917998 


_ 53144251332 


8,2630666666 
0,0183259571 


4,7123889804 
4,6940630233 
31'30" 


2,0379` 11745 


0,3091937748 
0,3622156886 


0,6714094634 


4,6925559924 
4,6940630233 


— 15070309 


543 


Из этих ошибок заключаем, что истинное значс- 


ние угла ф равно 


152'54",213 


— — 268557!5" 787. 


Так как 


ф = 3774",213, 
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то будем иметь: 


[9 —=3,5768264061 
выч. = 5,3144251332 


8,2624012729 
р =0,0182979009 


от ъ п— 47123889804 


- —4,6940910795 


Итак, тон пластинки, колеблющейся предыдущим 
способом, будет относиться к тону той же самой 
пластинки, колеблющейся этим способом, как ква- 
драт числа 1,8751040813 относится к квадрату чи- 
сла 4,6940910795, т. е. как Г к 6,266891 или, 
в кратчайших числах, как 4 к 25 или как 1 


4 
к бе. Отсюда, второй тон будет составлять для 


первого двойную октаву с квинтой и почти с полу- 
тоном. 

79. Для дальнейших способов колебаний той же 
упругой пластинки, при которых пластинка во время 
колебания пересекает ось АВ в двух или нескольких 
точках, угол ф становится гораздо меньше. Так, для 
третьего способа имеем такое уравнение: 


5 1 а 
Ут - ф == 10 5 =. 
Так как, следовательно, 


8" — со 5$, 
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то, ввиду того, что угол ф весьма мал, будем иметь: 


“(Еее -+...). 


5 5 
"ТФ — 
е2 с 


и 3 
— — 02 
о" 28 
59—11 1% 66° 
$ — да? 
у 48 
Отсюда будет приближенно 
5 
2—2 
поэтому : 
. ф=9е 2” 
и ближе 
1 
ф —= 5.’ 
5 
+92 
отсюда 
. а 5 2 
ет +2 
е 


здесь второй член очень мал. 
у 
Подобным образом для четвертого способа -коле- 
баний будет приближенно 


7 
а 7 —> 
с =" 4 


и т. д.; вследствие исчезания вторых членов, значе- 


ния — будут равны 5т, от и т. д., причем они тем 


менее будут отклоняться от истинных, чем дальше итти. 
35 Л. Эйлер. 
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О КОЛЕБАНИЯХ СВОБОДНОЙ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ 

80. Рассмотрим теперь упругую пластинку, нигде не 
укрепленную, а свободную — либо лежащую на совер- 
шенно гладкой поверхности, либо лишенную тяжести 
и находящуюся в пустом пространстве. Легко видеть, 
что такая: пластинка может . получить кслебательное 
движение, если, например, пластинка асЬ (черт. 43), 
изгибаясь попеременно в ту и другую сторону, выхо- 


[7 


ГА 


9 Черт. 43. 


ря 


дит из состояния покоя АВ. Это колебательное дви- 
жение можно будет определить подобным же спосо- 
бом, как и в предыдущем случае, стоит только 
‘должным образом приспособить вычисление к этому 
случаю. Итак, пусть асб есть изогнутая форма плас- 
тинки, которую она принимает во время колебания, 
а АСВ положение той же пластинки в состоянии 
равновесия, через которое она проходит при каждом 
колебании. Положим, как и раньше, длину пластинки 
АВ =а, ее абсолютную упругость равной ЕЁ? и вес 
или массу равной М. Затем пусть абсцисса АР = х, 
ордината РМ =у, дуга аМ = $, причем последняя 
сливается с абсциссой х, так что можно положить 
45$ = 4х; отсюда радиус соприкасающегося круга в М 
окажется равным. о 
ах? . 


- ву ^.. -... 
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Пусть, далее, первая ордината Аа =. При этих усло- 
виях, рассуждая как раньше, мы придем к тому же’ 


уравнению 
Е® М у 
и | 4х | 4х = а ‘ 


Итак, если положим: 


Е | 
и = 


где /, как и раньше, выражает длину простого изо- 
хронного маятника, то, интегрируя, будем иметь для 
кривой уравнение: 


х. 


х 
— -- ох х 
У= Ае° --Ве ‘ -- Сэт -- +- )с0$ ——, 


которое так применим к имеющемуся случаю. 
Ро-первых, если положить х = 0, то Должно ока- 
заться у=б; отсюда получается 


р—=А-- В+ р. 


Во-вторых, так как 
с4 4Зу _ 
я = | 4х | ах, 


42у 
то при х==0 должно оказаться —-==0, откуда 


‘ах? 
‚ вытекает 
0—=А-+В— 20. 
35* 
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В-третьих, так как 
сё @Зу 
8 => ах, 
у 
то при Хх ==0 должно оказаться также 18==0, от- 


куда вытекает 
0—4 — В— р. 


В-четвертых, если положить х==а, то должен ис- 
азу 

чезнуть \ уах или 9.3, Потому что \ У4х выражает 

сумму всех сил; влекущих пластинку по направлению, 

нормальному к оси АВ, а если бы эта сумма не была 

равна нулю, то сама пластинка пришла бы в посту- 

пательное движение, что противно условию; ПО этой 


причине будет 


а а 
[о с 


0 = Дес — Ве 


— 


а . а 
— С со$ — + Фзш—. 
С (М 
В-пятых, так как пластинка на конце В свободна, 
то она не сможет там иметь никакой кривизны; по- 
4?у 
этому при х=а будет также а ==0, откуда 


а 


0— Дее + Ве. 


5|® 


._ а а 
— Сзш — — 0 с0$ —. 
(М [А 
Введя в расчет эти пять условий, мы, не только 
‚определим четыре постоянные А, В, Си Ш, но и 
а 
найдем величину дроби -. › откуда узнаем соответ-. 


ствующую длину Г простого изохронного маятника. 
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82. Из второго и третьего найденных уравнений 
получается 
р=А- В 
и 
С=А— В, 


что при подстановке в следующие уравнения даст 


а а . 


Е (А Я 1 
0 —= Дес — Ве (А — В) соз-- | (А-В) -, , 


а а 
— - — ‚а а 
0— ег --Ве ‘-—-(А— В) т-—- — (А-Е В)со$-. , 
откуда находим 
а 
е с — со“ т“ 
А __ С с __ 
ее — с0$— Шо 
- 03-9 
а 
е в —зш “+4 сб 
С (Н 
Бы, 
а 
_ .. а а 
ес — $1 — — с0$— 
с с 


Из этого равенства извлекаем такое уравнение. 


ИЛИ 


550 ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


откуда образуются следующие уравнения: 
а 1. __ 1 
Г. о ==5 п ф=1 5$, 


а 
которое дает — =0 для естественного положения 


пластинки , 
Ш ут =1 089; 
о --р = 10 -; 
ТУ. поп = 108 59; 
У. тп ф= 1 со 5 $; 
\У1. Чоп —ф = 160 5 $; 
ит. д. 


83. Эти уравнения также означают бесчисленные 
способы колебаний, при втором из которых пластинка 
-5 только один раз пересечет ось АВ, 
= при третьем — два раза, при четвер- 
б том —- три фаза, при пятом — четыре 
Черт. 44. раза и т. д. Из этого понятно, что 
способы‘ второй, четвертый, шестой 

и т. д. не подходят к условиям настоящей задачи. 
Действительно, так как при этих способах число 
пересечений нечетное, то пластинка во время коле- 
баний имела бы такое положение, как представ- 
лено на черт. 44, причем хотя сумма действую- 
щих сил по всей. пластинке исчезла бы, однако пла- 
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стинка приобрела бы от них вращательное движение 
еколо средней точки С; действительно, силы, прило- 
женные к обеим половинам @аС и 6С, согласовались 
бы для сообщения пластинке одного и того же вра- 
щательного движения. По этой причине, так как вра- 
щательное движение вообще должно быть исключено, 
фигура, принимаемая пластинкой во время колебания, 
должна быть такой (черт. 43), чтобы не только сумма 
сил, приложенных по всей пластинке, равнялась нулю, 
но исчезала бы также и сумма их моментов, что до- 
стигается, если кривая в средней точке с имеет диа- 
метр сС. А это будет иметь место, если кривая будет 
пересекать ось АВ либо в двух, либо в четырех, 
либо вообще в четном числе точек: вследствие чего 
только уравнения третье, пятое® седьмое и т. д. да- 
дут подходящие решения. 

84. Это ограничение окажется заключенным в са- 
‚мой постановке задачи, если мы будем допускать 
только такие кривые, которые имеют диаметром пря- 
мую Сс, или для которых значение у получится то 
же самое, если вместо х написать @ — х. Итак, под- 
ставим в Общее уравнение & — Хх вместо х; получится, 


а 


Хх 
у=Аесе г -| Ве 


[= 


а 
с 


© 


е 


-- 
._ а х а. Хх . 
3+ Сзш- с0$— — Ссоз-- т 7. -- _ 


а х а. х 
О со; —с0з — + В;т—ш-; 
сос ес 
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так как это должно совпадать с уравнением 


х 


Хх 
— > ох х 
уУ=Ае* |- Ве ‘Ст. --Осоз-., 


то получится 


Ст т =р (1 — 05} , 


где два последних уравнения совпадают. 
Так как, следовательно, 
# 


то, сравнивая это значение с предыдущим, получим 


а 
[ 


а .. 4 
е — 0$ — — $ш — = 
[> [ 


или 
‚ а а а 
а Т--50$ — за— 1-9 — с0$ — 
ве — е__ е__ С 
а — а 
1-| с0$ = — и-— с0$ — 1—1 — 
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85. Следовательно, будем иметь: 


< 


таким образом настоящую задачу будет решать только 
половина выше показанных случаев, заключенных 
в прежде найденном уравнении 
.. а 
а Т--зт = 
е с — , 


4 
0$ — 
с 


а именно те, которые стоят под нечетными номерами. 
Поэтому, так как первое уравнение содержит есте- 
ственное состояние пластинки, то все способы коле- 
бания будут содержаться в следующих уравнениях: 


а 3 1 
[. ==5 п-Нф == 1с0 5 $; 


6 
а 7 1 
П. === 10 5 $; 
Ш. 
С 


п == со 9 
ит, д. 

Первое из этих уравнений даст первый и основной 
способ колебания, для которого значение угла $ 
найдется подобным же образом, как и выше, по- 
средством приближений. Скоро находим пределы 
угла $ 1° 0’ 40” и 151, из которых добываем 
истинное значение ф посредством следующего вычи- 
сления. 
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Отсюда понятно, что истинное значение ф не со- 
держится между этими пределами, а оказывается не- 
сколько меньшим, чем 19040”. Тем не менее, оно 
найдется из полученных ошибок. Действительно, пусть 


тогда 


так чго ` 
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ф = 150' 40” 
ИЛИ 3640” 
102 = 3,5611013836 
выч. == 5,3144251232 
р —= 8.246676 1504 
6 —0,0176472180 
>. п = 4,71123889804 
> — 4,7300361984 
Ее — 30'20” 
2'= 


о = 2,0543424742 
КЮ = 0,3126728453 


- приб. = 0,3622156886 
ш = 0,0678885389 


и = 4,1302983543 


ошибка -- 636341 


= 


151' 

3660" 
3,5634810854 
53144251332 
8,24905095 2 
0,0177441807 


47123889804 
47301331611 


30’ 30" 


20519626482 
0,3121694510 
0,3622156886 


0,6743851396 
47248186037 


--= 53145574. 
636341 


разн. 52509233 


Ф — 1°0'40” ——_ п”; 


20":52509233 == п":636341, 


откуда находим. 


п —= 0,2423, 


р = 150'39", 7576. 


ОБ УПРУГИХ КРИВЫХ 555 

Так как, значит, . © = 3639”,7576,. то будем иметь: 
0 —=3,5610724615. 
выч. 5,31449251332 
8,2465473283 


* ‹—0;0176460428 


| 5 — 4 7123889804 


^ —4.7300350232. 


С 


86. Пусть это число равно т; тогда,. вследствие 
равенства: 


4 ЕЁ: а] 
- --.М 
будет 
4__ 7%. ЕЕ. а} 
| М 
и 


Отсюда тем же способом получится, что число ко 
лебаний, совершаемых этой пластинкой в одну. секун- 


ду, будет равно 
т а. Е. @, ‚ Ё?. —) 


где, 2 == 3,16625 рейнского фута, Следовстельно, если 
одну и ту же пластинку. заставить звучать то с од- 
ним концом, заделанным в стену, то свободную, изда- 
ваемые тоны будут относиться как п? к т?, т. е. 
как квадраты чисел 1,8751040813.и 4,7380850232, 
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т. е. как 1к 6,363236. Следовательно, отношение 
этих тонов будет приблизительно как 11 к 70, и зна- 
чит, их интервал будет составлять две октавы с квин- 
той и полутоном. Если же вторую, свободную пла- 
стинку взять вдвое длиннее, чем первую, то интервал 
тонов составит приблизительно малую сексту. 


а 
87. Найдя это значение дроби —, мы сможем при- 


дать определенность неопределенному до сих пор 
уравнению кривой, которую образует пластинка во 
время колебания. Так как 


а | . а 
с — 5 


С 
е — , 
а 
С0$ — 
С 
то 
‚ @ 
[ — эт — 
С 
В —= А, 
с0$ — 
| а ._ @: а 
С=А—В=А (сов -- эп = — 1) 608 
с с с 
и 


р=А-В=А (08 — мп -1):с08 =. 


Теперь 
= АВ О=2рО= 


фо 


==24А (со = — эт © ЕЕ) :с08-= 
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отсюда - * 
6 соз — Ь (чз 2 — сов) 
Дм С с, 
2 сз — эт = | ры | 
( с` - ) ` з —- 
6 (1—1) 6 (—1+ 514 + со 4) 
В — С — С 7 
2 ( соз- — яп + 1 ) 4 т -- 
Свт не) ь (1—3 <) 
— ‚а } 
ша 1) 251 —- 
а 
р яп — 
р=5 = =. 
2 $ш — 
С 


Послз подстановки этого, получается такое урав- 
УР 


нение. 
х 


| х 
—_ а —— ._ а 
ее с0з$— е г (1-1) 


— -- 
‚ а а 
.. 2 (1—1. +005 


а . Хх ._ а х 
(1 — 0$ т. — |+ п —с0$ — 
Г Г с с 


о. 


а 
Эш — 
с 


88. Так как прямая Сс есть диаметр кривой, то 
положим взятую от средней точки С абциссу СР рав- 
ной 2, тогда 
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Отсюда получается 


Далее будет 
а . Х а хх х .а-—<х 
1 — со$ — т — + 9п-— с0$ — == зт —-- зщ = 
( С С [А [М С [М 


, а 2 у [21 7 а # 
— — — — [0 ( — —) — 2 5ш — — 
(5: с) ( 5 э п 26 505 с ’ 


И после подстановки этого получается такое урав- 
нение: 
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это наиболее простая форма, в какой можно выра- 
зить природу кривой аМ6; причем очевидно, что 
брать ли = положительным или отрицательным, по- 
лучится одно и то же значение ординаты у. 

Кроме того имеем: 


а 
2с0$ — 
9 


а 
и 0$ 
с 


а 3 
Угол же — мы нашли равным 27 120'39" - . 


а а 
ее 1-е = 


89. Если теперь положить 2==0, то у даст зна- 
чение ординаты Сс; будем иметь 


-1 +У < 
Се С ] а | а и 
Да а 9, 05. 
2с0$ — 
2с 
Но 
605 —^ == зш 190'34" 3 
С А 
и 


а __ оэп! „Т. 
с05 >. = $1 45 30'19 я 


Отсюда находим: 


Се 
де = 0,607815. 
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Если затем положить 
У=0, 
то найдем точки Е и Р, в которых кривая пересе- 


кает ось. 
Будем иметь: 


2 _ Г. 95 —- а а 200$ — 
ес -е с —= (р-не) =, 
со; — Ус а 
$ — 
26 р. 


откуда посредством приближений находим: 


СЕ 


са=0,551685 
И 

АЕ 

== 0,448315. 


Итак, эти точки Е и ЕР будут оставаться непо- 
движными, в то время как пластинка совершает коле- 
бания, благодаря чему легко будет воспроизвести 
этого рода колебательное движение, которое иначе 
представлялось бы едва ли осуществимым в действи- 
тельности: если укрепить пластинку в определенных 
этим способом точках Еи Р, то она будет коле- 
баться Точно так же, как если бы она была совер- 
шенно свободна. 

90. Если поступить таким же образом со вторым 
из найденных выше уравнений 


а 


7 
=== со ф, 
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— причем в этом случае ф окажется весьма близким 
к нулю, — то получится второй способ, каким 
свободная пластинка может совершать колебания, а 
именно, пересекая ось АВ в четырех точках; плас- 
тинка, значит, будет колебаться так же, как если 
бы она была укреплена в этих четырех точках. Сле- 
довательно, и обратно, если пластинку укрепить в этих 
четырех точках или только в каких-нибудь двух из 
них, то она будет колебаться таким же образом, 
как если бы была свободной. Тон, издаваемый ею, 
будет гораздо более высоким, так как будет отно- 
ситься к тону, издаваемому предыдущим способом, 
приблизительно как 72 к 3°, т. е. интервал будет 
в две октавы с квартой и половиной полутона. 
При третьем способе колебаний, когда 


а _ 11 р — [60% 
ег? = 7 С08 $, 


у кривой @сф будет шесть пересечений с осью АВ, 
и издаваемый тон будет выше еще на октаву с малой 
терцией; этат же тон пластинка будет издавать, если 
ее укрепить в двух из этих шести точек. Отсюда 
видно, какие разнообразные товы может издавать 
одна и та же пластинка в зависимости от того, как 
она укрепляется в двух точках; а если две точки, 
в которых она укрепляется, не совпадают с пересе- 
чениями, имеющимися в первом, втором или третьем 
способе, и колебания сложатся по какому-нибудь из 
дальнейших способов или даже по бесконечно уда- 


36 Л, Эйлер. 
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ленному в порядке следования, то тон будет на- 
столько высокий, что воспринять его будет невоз- 
можно; или, что сводится к тому же, пластинка 
совсем не сможет получить колебательное движение; 
или во всяком случае, издаст менее ясный звук, 
подобно струне, на которую накладывается перемычка 
таким образом, что части не находятся ни в каком 
рациональном отношении, 


о КОЛЕБАНИЯХ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ, УКРЕПЛЕН- 
НОЙ В ОБОИХ КОНЦАХ 


91. Пусть теперь пластинка укреплена в обоих 
концах А и В `(черт. 45), но так, что касательные 
ТЯ к кривой в этих точках 
остаются неопределен- 
ными. Чтобы воспроиз- 
вести этот случай на опы- 
Черт, 45. те, прикрепим к пластинке 

на обоих концах весьма 

тонкие шипы Аа, ВВ, которые, будучи воткнуты в стену, 
сделают концы пластинки А и В неподвижными. Для 
исследования колебательного движения этой упругой. 
пластинки положим, как и раньше, абсолютную 
упругость пластинки равной ЕЁ?, длину АВ =а- 
вес равным М, а длину простого изохронного маят- 
ника равной /. Пусть АМВ — криволинейная фигура, 
которую пластинка образует во время колебания, ‘и 
положим абсциссу АР=АМ-==х, _ординату РМ = у 
и радиус соприкасающегося кругав М равным А. Пусть 
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далее, через Р обозначена сила, которую шип Аа вы- 
держивает по направлению А%; так как сила, кото- 
рая должна давить на элемент Мт по направлению 
Мь, чтобы пластинка удерживалась в этом состоянии, 


равна 
Муах 
а/ ' 


/ 


то согласно изложенным выше правилам, уравнение 
кривой будет таково: | 


ЕЁ _ 
в — "| ах «| ах. 


к =— 


Но 


потому, чт» кривая вогнуга со стороны оси; отсюда 
получается | 
ЕР? Чу 
= = Ах ах — Рх. 
4х? У 
Следовательно, если положить х==0, то радиус. 
соприкасающегося круга Ю в А будет бесконечно 
велик, и поэтому 4у=0. 
92. Если дважды продиференнировать это уравне- 
ние, то получится то же самое уравнение, которое 
мы нашли. для предыдущих + случаев: 


ЕЕ? 4*у = а ах“. 


Следовательно, если -положить’` 


36* 
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то интегральное уравнение будет таково: 
= _= х х 
_— с 1 — 
у= Ае‹- Ве < Сэт ‚ + Ос с. 
Чтобы сделать его определенным, положим 


х =0, 


и так как вместе с тем должно исчезнуть и у, то 
будем иметь: 


О=А--В+ О. 


Во-вторых, положим 
Хх — а, 


И Так как здесь также должно быгь 
У =— 0, 
то будем иметь: 


а а 
— Аве —® п-® ы 
0 — Аег | Ве °--С зт-- + 2с0з-. 


2 


В-третьих, так как 8 должно исчезать при х==0 
и х==а, получится 

0—=4+8—2р 
и 


а 


- 4 
0 = 4е*--‘Ве ес зш-- — 0с0$ 


Теперь уравнения 
0—=А-В— 2 В 


0=А+В-+ р 


И 
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дают 
р=о0 В=- А; 


подстановка же этих значений в остальные два урав- 
нения дает. | 


а а 
0 — 4 (+ Я С т 


а _&4 
0—4 (2—0 :) —С т; 


этим уравнениям можно удовлетворить ТОлько если 
а а 


— = 


А=—=0, потому что не может быть еб ==е ° 


а 
(кроме случая — = о); но тогда должно быть 
‚а 
С зш — =0. 
с . 


Так как здесь нельзя положить С =0, ибо тогда 
не было бы никакого колебательного движения, то 
будет 


и поэтому либо 


либо 


а 
— — 9 
[Я 


и т. д., откуда опять возникают бесчисленные раз- 
личные способы колебаний, соответственно тому, не 
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пересекает ли кривая АМВ ось ‘нигде, кроме концов 
А и В, или пересекает в одной, в двух или в не- 
скольких точках, как это выводится из уравнения 


- . Хх 
У=С $1 -.. 


При этом точки пересечения, сколько_бы их ни было, 
будут отстоять одна от другой на равные проме- 
жутки. | | 

93. Так как для первого и основного способа 
колебания будет 


то - -- 


откуда 


= а ‘Ея’ а; 


поэтому тоны опять будут находиться в обратном 
отношении квадратов длин пластинок. Тон же, из- 
данный этим способом, будет относиться к тону той 
же пластинки, одним концом В укрепленной в стене, 
как п? к квадрату числа 1,8751040813, т. е. ‘как 
2,807041 к 1 или, в приближенных числах, как 57 
к 160, что составляет интервал приблизительно 
в октаву с тремя целыми тонами. Если колебания 
будут происходить по. второму способу, при ко- 
тором 


а 
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тон станет на двойную октаву выше; если же будет 
а 
——== зп, 
с 


тон окажется на три октавы с большим целым тоном 
а 
выше, чем в случае — =т, ит. д. Чтобы легче 


было проверить это на опыте, нужно иметь в виду, 
что колебания здесь предполагались ничтожно ма- 
лымй, Чтобы не требовалось никакого удлинения 
пластинки. Поэтому, чтобы не внесло изменений сопро- 
тивление пластинки даже самому малому растяжению, 
‚ без которого колебания неосуществимы, упомянутые 
шипы должны быть установлены так, чтобы это ни- 
чтожное растяжение не было затруднено: так будет, 
если они лежат на весьма гладкой плоскости. 

Таким образом упругая пластинка АВ, ВА иВ 
снабженная шипами Аа и ВВ, если положить ее ши- 
пами на зеркало, издаст тон, сообразный с вычис- 
лениями. :.- 


-О КОЛЕБАНИЯХ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ, ОБОИМИ 
КОНЦАМИ ЗАДЕЛАННОЙ В СТЕНЫ : `.- 

94. Разобрав этот случай, заключим наше иссле- 
дование об упругих пластинках рассмотрением коле- 
бательного движения упругой пластинки, обоими 
концами А и В заделанной в стены (черт. 46), так 
что во время колебания не только точки А и В 
будуг неподвижны, но кроме того прямая АВ посто- 
янно будет касательной к кривой _АМВБ в точках 
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А и В. Здесь также нужно озаботиться, чтобы за- 

жимы, охватывающие концы 4 и В, были не совсем. 

крепкие, а допускали та- 

м кое незначительное вытя- 

л ” 9 жение, какое требуется 

Черт. 46. для изгиба. Каковы бы ни 

были силы, необходимые 

для удержания пластинки в концах А и В, мы 

придем к следующему диференциальному уравнению 
четвертого порядка: 


М 
ЕЕ? у — аЁ ах“, 


интегралом которого, если положить 


Е. а} 64, 
М 


будет, как и выше, 


х х 


= = .. х 
у = Аес - Ве г Сэ = Е Рсоз-—. 


95. Постоянные А, В, С и РД должны быль так 
подобраны, чтобы при х —=0 не только исчезало у, 


но и было 
ду —0, 


потому что в А кривой касается ось АВ. Но и то 
и другое должно быть также при х==а, откуда по- 
рождаются такие четыре уравнения: 

. 0=А+ В+; 

П, О=А—В-С; 
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а а 
-- —— ‚ а а. 
Ш. 0 = Аег -|- Ве с -- Сзш-. - 2 с0$--; 


а а 


[\. 0= Аее — Ве © + Сс0з-— ОБзш>. 


Из первого и ‘второго уравнений получается 


С=—А-- В 


р—=— А—В, 


а эги значения при пПодстановке в остальные два 
уравнения дадут: 


= а а 
с 


0 — Дег 1 Ве & — (А — В) зш < (А-В) соз-;, 


© |2 


а 
0— Де —Ве © —(А— В) соз —---(А + В) чи. 


Сумма и разность этих уравнений будут 


а 
_ ‚а а 
0 = Дес - Взш-. —Ас0$--, 


ИЛИ 


а 
с 


._ @ а 
0 = Ве — Азш-; — В 00$ —, 
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ИЛИ 


— а 
о— еее” с) 0$ —, 
ИЛИ 


. с0$.— 


Так как это уравнение совпадает с тем, которое 


мы нашли в 5 81, то ему будет удовлетворять сЛе- 
дующий бесконечный ряд решений 


= 
|> 
—^ 


1 
= п — ф==1 60 5 ф; 
3 


—4 
рый 
. 


| 


—ч 

} рый 
—=$ 
® 


И Т. Д. 


96. Из этих уравнений первому возможно удо- 
влетворить только _если Ф==90°, и следовательно 


а 
==0; поэтому первый способ колебания получа- 


ется из уравнения 


а 3 
о се ттт 108 2 ф, 
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из которого —оно уже было рассмотрено выше— 
получается | 


= —4,7300350232. 


Значит, упругая пластинка, оба конца которой 
удерживаются, заделанные в стену, будет “совер- 
шать колебания точно так же, как если’бы она 
была совсем свободной. Но ‘это ‘совпадение каса- 
ется только первого способа колебания; второй способ 
колебания, при котором 


а __5 о 7 со 1 
ат 9—0 5$ 


и пластинка во время колебания пересекает ось АВ 
в Одной точке, не имеет соответствующего ему 
в случае свободной пластинки; третий же способ 
пластинки, заделанной с обеих сторон, будет сов- 
падать со вторым способом свободной пластинки, 
ит. д. 

97. Оба эти последние рода колебаний по ука- 
занной причине не могут быть вполне точно иссле- 
дованы на опытах; первый же род не только весьма 
удобен для постановки опытов, но и может приме- 
няться для исследования обозначенной нами через 
ЕЕ? абсолютной упругости каждой данной пластинки. 
Действительно, если заметить тон, который издает 
такая пластинка, одним концом заделанная в стену, 
и воспроизвести такой же тон на струне, то тем 
самым узнаем число колебаний, совершаемых в одну 
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секунду. Если приравнять его выражению 


то, так как число п известно и величины сх аи 
М найдены измерением, отыщем значение выраже- 
ния Ск?. Таким образом становится известной абсо- 
‚лютная упругость; ее можно сравнить с тем значе- 
нием, которое найдено из изгиба, как мы показали 
выше. 


ПРИЛОЖЕНИЕ П 


ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ДВИЖЕНИЯ БРОШЕННЫХ ТЕЛ 
В НЕСОПРОТИВЛЯЮЩЕЙСЯ СРЕДЕ 
МЕТОДОМ МАКСИМУМОВ И МИНИМУМОВ 


1. ТАК как все явления природы следуют ка- 
кому-нибудь закону максимума или минимума, 
то нет никакого сомнения, что и для кривых 
линий, которые описывают брошенные тела, если на 
них действуют какие-нибудь силы, имеет место какое- 
то свойство максимума или минимума. Определить из 
принципов метафизики а р!ой, каково именно это 
свойство, повидимому не так легко; но так как сами 
эти кривые можно определить при помощи прямого 
метода, то отсюда, приложив должное внимание, 
можно будет заключить о том, что в этих кривых 
является максимумом или минимумом. Подлежит рас- 
смотрению главным образом эффект, происходящий от 
действующих сил; и так как он состоит в порожден- 
ном ими движении тела, то представляется сообразным 
с истиной, что это самое движение, или, точнее, сово- 
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купность всех движений, присущих брошенному телу, 
должна быть минимумом. Хотя может показаться, что 
это заключение недостаточно обосновано, однако, если 
я покажу, что оно согласуется с истиной, уже извест- 
ной а рйой, то оно приобретет такой вес, что все 
сомнения, которые могли бы относительно его возник- 
нуть, совершенно исчезнут. Более того, когда его 
истинность будет доказана, легче будет проникнуть 
в скрытые законы природы и конечные причины и 


2. Пусть масса брошенного тела равна М, а его 
обусловленная высотой скорость при прохождении ма- 
лого ‘промежутка 45 равна о [22]; количество движения 
в этом месте будет равно МУ’9: будучи умножено 
на длину самого промежутка 4$, оно даст М @$ У», 
совокупное движение тела на промежутке 4$. Теперь 
я утверждаю, что линия, описываемая телом, будет 
такова, что среди всех других линий, содержащихся 
между теми же пределами, у нее будет минимум 


м 45 Ух, или, так как М постоянное, \ 4$ Уч. Если 


же рассматривать искомую кривую, как будто бы она 
была дана, то можно из действующих сил определить 


скорость У через величины, относящиеся к кривой, 
и слёдовательно, определить самую кривую методом 
максимумов и минимумов. Впрочем, можно будет. это 
выражение, полученное из количества движения, при- 
вести также и к живым силам; действительно, поло- 
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жив время, в течение которого пробегается элемент 4$, 
равным 4, вследствие 45 = 4/ о, будем иметь: 


`\48Уэ=\ 14 2 


так что для кривой, описызаемой брошенным телом, 
сумма всех живых сил, находящихся в теле в отдель- 
ные моменты времени, будет наименьшей [23]. Таким 
образом ни тё, кто полагает, что силы следует оце- 
нивать по самим скоростям, ни те, кто — по квадратам 
скоростей, не найдут здесь ничего неприемлемого. 
3. Итак, прежде всего, если- мы положим, что на 
тело не действуют никакие. решительно СИЛы, то и 
его скорость, которую я _здесь только и. принимаю 
во внимание (ибо направление охватит сам метод 
максимумов и минимумов), не претерпит никакого 
изменения, поэтому © будет величина постоянная, 
например, равная 6. Отсюда, тело, не подверженное 
действию никаких сил, если оно будет как-нибудь 
брошено, опишет такую линию, ДЛЯ которой будет 
наименьшим \ 45 УВ или \45=5. Следовательно, этот 
. 


путь сам будет наименьшим среди всех, заключенных 
между теми же пределами, а значит, прямолиней- 
ным, совершенно так, как требуют первые основания 
механики. 

Этот случай я привожу не потому, чтобы я думал 
подтвердить им мой принцип: Тот же самый прямо- 
линейный путь - Получился бы, какую бы я ни 


взял другую функцию от 9 вместо скорости У 9; но 
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начиная с простейших случаев легче будет понять 
самый смысл этого согласия. 
4. Перехожу к случаю однородной тяжести, в ко- 
тором брошенное тело повсюду испытывает действие 
С постоянной ускоряющей силы, рав- 
ной =, по направлениям, нормаль- 
ным к горизонтальной плоскости, 
вниз. Пусть АМ (черт. 47) — кри- 
вая, которую описывает тело при 
„ Этих условиях; возьмем за ось вер- 
тикальную прямую АР и положим 
абсциссу АР = х, ординату РМ=у 
и элеменг кривой /Мт =— 45; будет, 
следовательно, в соответствии с природой действую- 
щей силы, 


Черт. 47. 


ау = вах 
и 


9=—=а-- 2х. 


Значит, кривая будет такова, что для нее будет ми- 
нимумом 


\ 4 Иа-- &х. 
Положим ” 
ду —=рах, 
так что будет 
45 =ах у 1-- р, 


и минимумом должно быть 


4хи@- 2; 
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а это выражение при сравнении с общей формой 
\ ах дает 


= (а + 8х) (1-7); 
поэтому, так как было положено 


47 — Мах + Мау-Ё Рар, 


будет 
№М== 
И 
р—РУа + &х 
У 1-2? 


Так как диференциальное значение есть 


АР 
№ — , 
| ах 
то в настоящем случае, вследствие 


№М== 0, 


окажется 


Будем иметь, следовательно, 


ИбРУачах 4 Ианах 
УТ? 4 ^ 
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откуда получается 
С 4х? -- Сау? = 4у? (а-| вх) 


_ УС 
Уа— С-+ ах’ 


а это уравнение, булучи проинтегрировано, дает 


У= = ИС-@ — С 8»). 


ау 


5. Очевидно, что это уравнение параболы. Но по- 
лезно будет внимательнее рассмотреть его согласие 
с истиной. Прежде всего ясно, что там, где 

а—С-- эх ==0, 


1 


касательная к кривой горизонтальна или 
4х = 0. 
А так как начало абсцисс А зависит от нашего усмот- 


рения, то возьмем его в этом самом месте, и полу- 


чится 
С —=а; 


затем пусть сама ось проходит через эту высшую 
точку кривой, так что при х —==0 окажется и у==0. 
При соблюдении этих условий уравнение кривой бу- 


дет таково: 
—2 и ах. 
7 8 


оно не только, как это очевидно, принадлежит па- 
раболе, но, так как скорость в точке А есть Иа, то 
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высота СА, падая с которой под воздействием той 
же самой силы 2, тело приобретает такую же ско- 
рость, с какой оно движется в точке А. будет рав- 


а 
на 2’. е. она равняется четвертой части парамет- 


ра, совершенно так, как это выводится прямым ме- 
тодом из учения о движении брошенных тел. 

6. Пусть сила, действующая на тело, будет, как 
и раньше, повсюду направлена вертикально вниз, но 
сама не будет постоянной, а будег как-нибудь зави- 
сеть от высоты СР. Пусть, значит, если положить 
абсциссу СР =х, сила, с которой тело в М стре- 
мится вниз, будет равна Х, некоторой функции от х. 
Если теперь принять ординату РМ —== у, элемент ду- 
ги Мт —= 45$ и 4у==рах, то будет 

40 =Хах 


7 


® = А +} Хх ах, 
откуда минимумом должно быть выражение 
4х (АЗ [хаха -- 9), 


из которого получится для описываемой кривой та 
кое уравнение: 


о 4 
ИУ А—с+ [хах @* 


37: 
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| хУуС 
„= | аху 


ИА-Сс+ | хах 


Следовательно, касательная к кривой будет гори- 


зонтальна там, где 


\ Хах=СЬ—А. 


Это же самое уравнение траектории тела находится 


и прямым методом. 


7. Пусть теперь 


на тело действуют в М (черт. 48) 


две силы, одна горизонтальная, равная У, по на- 


р “ 
= 8 
Черт. 48. 


правлению МР, другая вертикаль- 
ная, равная Х, по направлению 
Мо. Пусть при этом Х— не- 
которая Функция вертикального 
отрезка МО—СР=х, а У— 
некоторая функция  ординаты 
РМ — у. Положив, как раньше, 


у==рах, будем иметь: 


49 = — Хах 


и получится 


Уау, 


м 3 


ч—=А— | Хах - \ Уду; 


отсюда, минимумом должна быть формула 


| Иа 2) (А— у хах- [Уду). 


Продиференцируем 


Ис —- р?) (А —\ хах— \ Уау), 
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аолучится 
— хахи 1 _ _ УауУ 1-- р? 
2} А | Хах— [Уд 2Зр аА- | Хах- | Уау 
, рарУ А— [ Хах — ГУау 
_- ————. 


Ут 
Положив здесь 
— РУ 
2И А— [| Хах— | Уау 
и 
рИА— [Г хах— | Уау 
У! р’ 
будем иметь для искомой кривой уравнение: 
АР 
= — д 
или 
№ах —=аР; 


отсюда, следэвательно, получается 
—___ / ` у 
—УахуТЕР _ @РУ А— | Ха‹— | Уау 
2 А-— | Хах — | Уау (РУ 1 г 
рХах — рУау 
2 (1-- р) (А— | Хах— [Уау) 


— 


— 


или 
Ар ИА [ хах- | Уау 
И РИ = 
Хах — У4у 
2] (1 22) (А — [Г Хах— | Уау) 
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а поэтому 
2ар_ __ Хау— Уах 
+ А | Хах— [Уау 


Что это уравнение согласуется с истиной, станет 
ясным, если вместо 


А— | Хах — | Уау 


«/ 


подставить %, ибо тогда будет 
20ар _ Хау Уах 
(293  Утчм 
Но радиус соприкасающегося круга 
‚__ ам ах, 
ар › 
введя его, имеем: 
20 __ Уах— Хау 
го 45 
где = есть центробежная сила тела, а ЕВ 
выражает нормальную силу, составленную из дей- 
ствующих ‘сил; а равенство этих сил непременно 
имеет место при всяком движении брошенных тел. 
8. Найденное уравнение 
_2ар __ Хау — Уах 
ГНА ха [Уд 
может быть проинтегрировано в общей форме, если 
его умножить на 
р(А— | Хах— [Уау. 
1+ 2? 
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тогда получится т 
2рар(А— Хах— [Уау  рхах+ Уау” р 


что после проинтегрирования дает: 
— р? | Хах- | Уау— А 


ИЛИ: ° | В" Вх 1:7 У ЕН 
учу — р хаха С+ Ср 
откуда | — И р — о. 
| Ив-+ | Уау " 
р —= ==, 
у с- | Хах 


если подставить В вместо —А —С. А так как 


а 
— т ,‚ То будем иметь для искомой кривой 


уравнение: 


т] Ив+Гум )Ус+[хах 
в котором переменные х и у отделены одна от дру 
гой. Или, обращая постоянные В и Е в отрицатель- 


ные, будем иметь 


ош и 
Ив— [Уау ат 


< 


Хотя отсюда имеем легкое построение кривой, 
однако, извлечь алгебраические уравнения, посколь- 
ку они здесь содержатся, не так легко. Пусть Х 


38* 
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и У подобные функции, а именно степени, от хи у; 
получится 

ау ах 

с 

а это уравнение, если п==1, дает параболу, если 
же ий =2 — эллипс, имеющий центр в С, хотя в по- 
следнем случаг каждое из интегриярований трэбует 
квадратуры круга. Итак, представляется правдопо- 
добным, что и в других случаях, когда ни одно из 
интегрирований не удается, требованию удовлетво- 
ряют алгебраические кривые; но метода для их на- 
хождения до сих пор не имеется. 

9. Пусть на тело М постоянно давит по направ- 
лению МС к неподвижной точке сила, пропорцио- 
нальная какой-нибудь функции от расстояния МС. 
Положим, как раньше, СР=х, РМ=у и 
Ау =рах; пусть СМ=У № - у? = и пусть Т та 
функция от Е, которая выражает центростремитель- 
ную силу. Разложим эту силу на боковые по М@ 


и МР; сила, влекущая по МО, будет равна Ги, а 


сила по МР будет равна г, из ЭТого получается 
ускорение 
49 — — ках __ и —_ тан 


потому что 
х ах уду= 4; 
отсюда 


9=А-—\ Та 


= 
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Поэтому минимумом должно быть выражение 
| И —- р?) (А — \ 14а. 


Согласно правилу,  продиференцируем величину 


Иа —- р?) (А - \ 7 4Ё)}; получится 


.. 


НИ ив, 
гиг  РаРу А | Т4 


5} А— [Та Ут? 
Вследствие а 19 будем иметь: 
— ТУТ . 

2#у А— | Та 
И 

ре А- | Т& 

Ут +? 

из этого составляем уравнение 

М№Мах = аР, 


которое дает 
такуТЕр ЧИ А- | Т4' 
ар д пт ИТТ 
| __ рГа 
2уи+ (А [ та. 

а это уравнение, будучи упрощено, перейдет в 

Т(х4у— у4х) _ АР 

2 (А— ГТА ПИР 


—- 
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10. Хотя. это уравнение содержит четыре различ- 
ные буквы, однако, при должной умелости, его мож- 
но проинтегрировать. Действительно, так как 

‚ уду хах—=14!—=руах-- хах, 


то будем иметь: 


1971 
х —=— 
х + ру 
И | 
__ РЕ 
_ ХрУ’ 
а подстановка этих значений в. уравнение даст 
‚ (рх—уТ4 ар | 
Ре ру (А- [ Та) 1+ 
ИЛИ 


Т 4 __  @р(ру+х) 


2(А— [749 (1+2 (рх-у` 
Эги выражения оба могут быть проинтегрированы 
посредством логарифмов; действительно, 


Та 1. 
(АМ [ 
| оста 2 | 749, 


| 4р (х -+ ру) 
7 (1+ 22) (рх— У) 
распадается на 
ИЕ —| рар — 1 рх — у 
ху УП УР. 
так что имеем: - — 
| С _ РУ 


ИА— рта ИТР. 
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и это › уравнение показывает, что скорость тела в М, 


равная аа Уд — } Та, обратно | пропорциональна дли- 


не перпендикуляра, опущенного из С’ на касательную, 
что ^ составляет отличитёльное.. свойство такого дви- 
жения. | 

11. Эта же задача удобнее ре- 
шается, если принять, за вторую 
переменную прямую СМ. Но изло- 
женный выше метод и не требует, 
чтобы обе переменные были прямо- 
угольные: координаты, . лишь бы 
только это были такие лве величины, 
определив которые мы тем самым 
определяем точку кривой. По этой 
причине нельзя было ‘бы принять 
за эти две переменные расстояние Черт. 49, 
СМ и перпендикуляр, опущенный 
из С на касательную, потому что, хотя бы были 
даны и равстояние от центра и перпендикуляр К ка- 
сательной, этим, однако,не определяется место точ- 
ки на кривой. Но ничто не мешает поставить на 
место двух переменных ‘расстояние СМ и дугу В 
{черт. 49) окружности, описанной из центра С; ибо 
если дана дуга ВР и расстояние СМ, то точка кри- 
вой М так же определена, как и через прямоуголь- 
ные координаты. Это замечание делает применимость 
метода гораздо более широкой, чем могло бы ка- 
заться без него. 
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12. Итак, пусть расстояние тела от центра МС=х, 
а сила, которая действует на тело по направлению- 
к центру С, равна Х, некоторой функции от х. Из 
центра С опишем произвольно выбранным радиусом 
ВС==с окружность, дуга которой ВР займет место 
второй переменной у, так что будет Рр = 4у-=рах. 
Вследствие действия силы имеется 


49 = — Хах, 
откуда 


о 


 — А — \ Хах. 


Га 


Из центра С радиусом СМ = х опишем малую ду- 
гу Мп; тогда будет 
тп =ах 


и 
СР:Рр = СМ: Ми, 


откуда получается 


дах 
Мп == Р^ “7 
с 
и элемент пути 


Мт ах 1 +2 


Поэтому минимумом должна быть такая формула: 


/ . р2х? 
4х] (А— \ Ха» (1+7), 
из которой получается диференциальное значенне: 


‚ РЗИА- | Хах 


ах сУ с? -- р?л? 
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которое, будучи согласно правилу приравнено нулю 


даст уравнение 
ИА Ёл 
— Ра ГА | Хах 
С. ———— 
е с? - ‚ 2 12 
ИЛИ 


г 


Сс* {+ Сс?р?х? = (А — \ Х ах) р?х*, 


откуда получается 


— зуС — 
— у (м — | хах) х4 — Сезжа — 
ус 
или 
заху С 


фм. 

лИ (А— | Хал) ^* — Се 
Это же самое уравнение находится и прямым ме- 
тодом. 

13. Итак, на этих случаях ярко видно согласие 
установленного здесь принципа с истиной; но может 
еще оставаться сомнение, будет ли иметь место это 
согласие также и в более сложных случаях. Поэтому 
надо будет внимательно исследовать, насколько ши- 
рокий смысл имеет этот принцип, чтобы не прида- 
вать ему большего значения, чем позволяет его сущ- 
ность. Чтобы развить это, нужно разделить все 
случаи движения брошенных тел на два рода. Для 
первого из них скорость, которую тело имеет в каж- 
дом месте, зависит только от его положения, так 
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что если оно будет возвращаться к одному и тому: же 
положению, то будет приобретать снова и.ту:г же 
самую скорость; так это бывает, если тело влекут 
к одному или нескольким неподвижным центрам 
силы, пропорциональные каким-нибудь функциям рас- 
стояний от этих. центров. Ко второму роду я отношу 
те случаи движения брошенных тел, когда скорость 
тела не определяется одним только местом его’‘пре- 
бывания; это бывает, либо если центры, к которым 
стремится тело, «будут подвижны, либо если движение 
происходит в сопротивляющейся среде. Установив 
это разделение, нужно сказать, что всякий раз, когда 
движение тела будет принадлежать к первому роду, 
т. е. тело будут увлекать не только к одному, но 
и к любому числу неподвижных центров какие-ни- 
будь силы, в этом движении сумма всех элементарных 
движений будет наименьшей. | 
14. Того же самого требует и сущность задания: 
ведь если между данными пределами разыскивается 


та кривая, ‘для которой Уз составлял бы ми- 


нимум, то тем самым предполагается, что в каждом 
из обоих пределов скорость” тела одна и та же, `Ка- 
кая бы кривая ни составляла путь тела. Сколько’ ‘бы 
НИ было неподвижных центров сил, скорость тела 
в любой точке М (черт. 48) выражается определен- 
ной функцией обеих переменных СР=хи РМ = у. 

“Итак, пусть о некоторая функция отх иу,. так что 


49 —= Тах + Уаду; 
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посмотрим, покажет ли наш принцин действительную 
траекторию тела. Таккак 49 = Гах-- Иду, то тело 
булет. двигаться так же, как если бы: на него дейст- 
вовали в.М две силы, одна Г,.в направлении парал- 
лельном абсциссам х, другая У, в направлении парал- 
лельном ординатам у; отсюда получается танген-. 
циальная сила, равная 
ТГах- Уа У 
45. 
и нормальная сила, равная 
-- Уах -- Тау 
45 | 
В силу же природы свободного движения должно 
быть о 
20 __ — Уах- Гау _— У- Тр. 
г.Г.. 2 4. Ур’ 
если метод” максимумов и минимумов приведет к этому 
уравнению; ' то наш ‚принцип непременно ` будет со- 
образен с’`истиной. ' “о ы 
15; Так как: согласно этому принципу должен быть 
минимумом И | и 
| хУЕЕРЬ, 
то. пролифервищирувм ведичину 
| "Из р), 
и вследствие № = Так + И Чу, получится и 


г ТахуЕ- р? г. УЗУИТ- р? СЕР ори, | и 
„. 8Уо. ^^. 22Уо УТ-Ер. --р: ‚-: 
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откуда по данным нами правилам получается для 
искомой кривой слевдующее уравнение: 


УУТР _, РУ арУуо 2 Тах уу) 
2Уо Ут: (1+) 2Уэар) 
ИЛИ 


— арУу __ Трах---Уах 
(1+ 92)? 2Уо +) 
Но радиус соприкасающегося круга в М равен 


амур. 
ар 
если положить его равным 7, то будем иметь; 
| 29 Тр У 
7 УНЕЙ' 

совершенно так же, как находим посредством пря- 
мого метода. Итак, лишь бы только действующие 
силы были таковы, чтобы их можно было свести. 
к двум силам Ги У, действующим по направлениям, 
параллельным координатам х и у, и пропорциональ- 
ным каким-нибудь функциям этих переменных х и у, — 
тогда для описываемой кривой движение тела, соб- 
ранное по всем элементам, всегда будет наименышим. 

16. Итак, этот принцип имеет столь широкое 
значение, что подлежащим изъятию представляется 
только движение, возмущаемое сопротивлением среды; 
причем легко видеть причину этого изъятия, потому 
что в этом случае тело, приходя к одному и тому же 
месту различными путями, приобретает не одну и ту 
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же скорость. Таким образом, если устранить всякое 
<опротивление движению брошенных тел, то всегда 
будет иметь место это постоянное свойство, что 
‹умма всех элементарных движений будет наимень- 
шей. И это свойство будет наблюдаться не только 
в движении одного тела, но и в движении несколь- 
ких тел, рассматриваемых вместе; как бы они ни 
действовали одно на другое, всегда сумма всех дви- 
жений остается наименьшей. Так как такого рода 
движения трудно поддаются расчету, то здесь это 
легче понять из основных принципов, чем из согла- 
сия вычислений, произведенных по обоим методам. 
Действительно, так как тела в силу инерции сопро- 
тивляются всякому изменению состояния, то они, если 
только будут свободны, будут насколько возможно 
меньше подчиняться действующим силам; отсюда 
вытекает, что в порожденном движении эффект, про- 
изведенный силами, должен быть меньшим, чем еслн 
‘бы тело или тела двигались каким-либо иным спо- 
<обом. Хотя сила этого рассуждения еще недоста- 
точно видна, все же, так как оно согласно с истиной, 
я не сомневаюсь, чте при помощи принципдв здравой 
мегафизики ойо может быть возведено к большей 
очевидности; но это я предоставляю другим, тем, кто 
занимается метафизикой. 


\7 
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[1] Здесь, как и во всем дальнейшем изложении, : ‘при 
определении экстремальных кривых.между двумя заданными 
точками А и ©, Эйлер помещает начало координат в точку А. 
Таким образом система сравнимых кривых ` оказывается 
отнесенной к одной и той же абсциссе (именно абсцисс 
точки 7). 

.[2] Здесь Эйлер, повидимому, подразумевает исследования, 
относящиеся к разысканию обыкновенных максимумов 
и минимумов, требующих применения диференциального 
исчисления. 

[3] Это заключение Эйлера не имеет силы доказатёль- 
ства. Из его способа рассуждений можно только заключить, 
что ‘совокупность значений формулы И имеет’ верхнюю 
и.нижнюю границы, которые могут быть и неограниченными. 
Отсюда еще не слелует, что существует кривая, сооб- 
щающая формуле И экстремальное значение (см. Во! да, 
Уопезипрел, ЦБег УапаНопзгесипипр, $. 184, 212). 

[4] Равенство № — 0 представляет собой знамени- 
тое уравнение Эйлера, Его часто называют уравнением 
Эйлера-Лагранжа, но Лагранж сам утверждает, что оно 
впервые было выведено Эйлером: „Сеце ёдиаНоп езё сеЙе 
ди’Ещег а топуеё ]е ргепиег“ (Г асгапое, Оепугез сотр1@е$, 
+. Х, р. 397). 

[5] Уравнение #-- С=Р»,, написанное в форме 


Е — УБу = соп$ф, 
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есть не что иное, как приводимый во всех курсах вариа- 
ционного исчисления первый интеграл уравнения Эйлера: 


" р 
г. Ру ак 0 


в том случае, когда функция Р не зависит от х. 

[6] Рассмотренный здесь пример представляет собой зна 
менитую задачу о брахистохроне с фиксированными кон- 
цами, поставленную Иваном Бернулли. Задача о брахисто- 
хроне-в том случае, когда скорость пропорциональна высоте, 
рассматривалась Лопиталем  (АЧа Ега4йогит, 1697, р. 217). 
Брахистохрона с переменными концевыми точками была 
исследована Лагранжем (Оепугез сошр@ез, +. [, р. 343). 
Задана о брахистохроне’ в сопротивляющейся среде рас: 
сматривалась Эйлером в 1726г. (Аба ЕгаЯНогат., р. 363). 
Эйлером же была исследована (в 1733 г.) и задача: о’ бра» 
хистохроне заданной длины (см. Еич]ег, Меспашса, 1. И, 
ргорояиИо 45). 

{7]:.Этот пример показывает, какая кривая решает зза- 
дачу:: Ньютона“ (Мемфоп, РаЙозорМае` пафагаН$ риперла 
па{петаНса, 1. П, зесё.. УП, ргорозИо 34; зсвоНиту 
После Ньютона этой задачей занимались: Воигоег (1633 г.), 
зай{-]асдиез 4е $51 уаъеПе (1760 г.), Ещшег (1744 г.) и Ге- 
сепаге (1786 г.). 

`[8] Если ввести обычные обозначения, то 


а х а - 
Н— ( 2ах=\ 2ах— \ ах=\ Рах. 
и “о б р 


;:{9] Рассмотренный здесь пример относится к.задаче о на- 
хождении геодезических линий на произвольной поверх-. 
ности. Уравнение геодезических кривых ` 


ду у + 42 а?2 _ Фу- У 422 
а ау -рал ау Уа!’ 
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найденное Эйлером в 1728 г. (Сошт. Асад. Ренор.., +. Ш), 
выражает условие перпендикулярности соприкасающейся 
плоскости к кривой и касательной плоскости к поверхности. 

[10] Как заметил Р. З#сКке! (Озуаю’$ КаззЩЖег, Мг 46, 
3. 141), Эйлер ошибочно считает величину К тем значением, 
которое принимает / в ближайшем последующем месте, 
вследствие чего им приводится формула 


К== Г —= 1-4 а/1. 


На самом деле, из таблицы, приведенной в п? 22, видно, 
что последующее место над» заменить предшествующим и 
и следует писать 
| К—= А = 1, -{ 4/,. 

Принимая это во внимание, пришлось произвести соответ- 
ствующее изменение в расположении значков в п° 27 
У главы и в п? 15 М главы. 

[11] Изложенный здесь способ Эйлера очень не строг. 
Действительно, 4А и АВ обозначают по Эйлеру диферен- 
ниальные значения величин Аи В, между тем в доказа- 
тельстве теоремы Эйлер оперирует с ними, как с обычнымн 
дниференциалами. Кроме того, второе из уравнений: 


пу. ЦА -- о%.4А, —=0, 
пу. аВ + о®.аВ, = 0. 


Эйлер получает из того условия, что общее свойство И 
имеет одно и то же значение как на экстремальной, так и на 
соседней кривой. Между тем условие 


В = М, = соп$ 


и равенство лу.АВ - о® аВ, —=0 не эквивалентны (см. по 
этому поводу В. Циммерман, Правило Эйлера в при- 
менении к одному классу вопросов об относительных 
тахипа и шшипа, Одесса, 1899). 

[12] См. по поводу этой задачи Во|]ха, Уопезипоеп, 
$. 149—150. 
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[13] Поверхность, получаемая от вращения экстремали, 
называется нодоидом (№ 90а, Цпаю!а). Уравнение са-: 
мой экстремальной кривой выражается в параметрической 
форме через эллиптические интегралы. Оеацпау показал, 
что эта кривая описывается одним из фокусов эллипса или 
гиперболы при их качении по оси х (см. по поводу этой 
задачи Во|2а, УоЦезиосеп, 5. 934). 

[14] Уравнение упругой линии может быть выражено 
в Параметрической форме через эллиптические интегралы 
(см. по этому поводу Во|12 ', Уойезипееп, 5. 535, 540). 

[15] Первые изыскания по упругим кривым принадлежат 
братьям Бернулли. Яков Бернулли занимался упругой ли- 
нией около 1691 г. (см. Аба ЕгадИогит, 1695, р. 546). 
Иван Бернулли в ‘письме к Эйлеру от 7/Ш 1739 г. ввел 
термин: Е!азНса гесапоша (уе! еНат  Ащеапа) (см. ЕРи$5. 
Соггезр. Ма{В. её Рвуз., 1843, +. П, р. 23). 


[16] В письме к Эйлеру от 22[Х 1742 г. Даниил Бернулли 
сообщает, что задача об изгибе упругой пластинки может 
быть решена методом максимумов и минимумов (рег теПо- 
4ез 15орейте!11согит) (см. Риз$. Соггезр., рр. 505—507). 


о 
[17] Выражение Е. т. е. изгибающий момент, Эйлер 


р’ 
называет упругой силой пластинки (\15 @а$Нса 1аппае). 

[18] Произведение ЕЁ?, т. е. жесткость, Эйлер называет 
абсолютной упругостью пластинки (апипае е]азНсЦаз 
аъзо\а). 


[19] В сочинении „О скользящем движении“ ()е тоя 
гер1ойо, Гон. .Вегпош!, Ор. 1, 408) Иван Бервулли дал 
следующее определение амплитуды кривой: 

Определение |. Под крайними нормалями я понимаю 
прямые линии, проведенные перепендикулярно к обоим 
концам некоторой кривой 

Определение П. Амплитуда кривой, вогнутой в одну 
сторону, есть угол, который составляют крайние нормгли. 
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[20] Под термином „табличный“ Эйлер подразумевает де- 
сятичный логарифм. 


[21] Под логарифмом полного синуса Эйлер подразуме- 
вает логарифм синуса прямого угла, равный нулю. Здесь 
Эйлер имеет ввиду указать на то, что табличный логарифм 
нужно взять без того десятка, на который увеличены ха- 
рактеристики в таблицах логарифмов. 

[22] Эйлер обозначает скорость через Ио: соответственно 
с этим скорость, обусловленная высотой брошенного 
тела (с@егаз аеБ{а аЙЦиЯ ии), равна о. 

[23] Высказанное здесь Эйлером положение есть не что 
иное, как примененный к рассматриваемой задаче принцип 
наименьшего действия (см. Кпезег, Ещег ипа @е Уа- 
паНопзгесплипео, АБН. 2иг Сезсй. Чех Ма{.. \15$., Ва. ХХУ). 
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